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Como consecuencia del aumento del tra´nsito ae´reo, tanto el ahorro de combustible de
las aeronaves y la disminucio´n de los riesgos de accidentes ae´reos son necesidades que se
deben atender de manera eficaz. El objetivo de este trabajo de tesis consiste en conocer de
manera detallada el feno´meno del vo´rtice de salida producido por un ala recta de cuerda
geome´trica constante. Al atender este objetivo, promovemos un conocimiento ma´s amplio
sobre la formacio´n y evolucio´n de los vo´rtices de salida y su contribucio´n con la eficiencia
aerodina´mica de las alas de longitud finita.
Para solucionar este problema, extensas investigaciones se han llevado a cabo para
mejorar la comprensio´n ba´sica de la dina´mica, la estructura y la disipacio´n del vo´rtice de
salida en el extremo del ala. Hasta ahora no todos los detalles importantes son bien com-
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prendidos. Para poder hacer una evaluacio´n correcta es necesario realizar ana´lisis cuanti-
tativos del flujo de cantidad de movimiento alrededor del ala, tarea que resulta complicada
debido a la complejidad del flujo y a la incertidumbre que es inherente al modelado de la
turbulencia y la geometrı´a del ala.
Una estrategia ampliamente usada para atender este problema consiste en resolver
modelos matema´ticos que evalu´an los procesos de interaccio´n dina´mica de los flujos de
cantidad de movimiento alrededor de un ala aerodina´mica con perfil sime´trico conocido,
variando el disen˜o del extremo del ala y considerando al aire como un fluido viscoso e
incompresible.
En este trabajo se caracterizan las cualidades aerodina´micas, en re´gimen subso´nico,
del ala recta con modificaciones en la geometrı´a redondeada en el extremo del ala. La
hipo´tesis que da pie a esta investigacio´n es que la rapidez de disipacio´n de los vo´rtices
secundarios cambia significativamente con la redondez de la punta alar, lo que conduce a
que las componentes de esfuerzos de Reynolds presenten simetrı´a espacial en una etapa
ma´s temprana.
El ana´lisis de las alas se realizo´ empleando como herramienta principal la Dina´mica de
Fluidos Computacional. En el estudio se crearon dos geometrı´as tridimensionales virtua-
les. Las alas se crearon utilizando el perfil aerodina´mico NACA0012 original, y el mismo
perfil con modificaciones de geometrı´a de borde redondeado. Se genero´ y se verifico´ la
discretizacio´n del dominio geome´trico, empleando la estrategia de wall y+ y la calidad de
oblicuidad de la malla. Se utilizo´ el modelo de turbulencia Shear Stress Transport (SST) y
los resultados se validaron mediante la comparacio´n con datos experimentales presentados
en la literatura, obteniendo una comparacio´n adecuada para flujos subso´nicos.
Los resultados obtenidos a partir del modelado computacional se pueden emplear para
desarrollar estrategias que modifiquen la rapidez de disipacio´n de los vo´rtices de salida
generando oportunidades para reducir el taman˜o de la estela, reducir el arrastre inducido
en el ala, el ahorro de combustible y la disminucio´n de accidentes ae´reos debidos a la
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turbulencia de estela generada por las aeronaves.





El transporte ae´reo es hoy en dı´a el modo de transporte ma´s ra´pido y seguro. Ac-
tualmente, gracias al progreso tecnolo´gico en los de materiales, sistemas de propulsio´n y
avio´nica nos transportamos en aeronaves ma´s eficientes, seguras y con mejoras notables
en el sistema de comunicaciones, en la navegacio´n, la visualizacio´n, y las operaciones
con limitaciones clima´ticas. A pesar de todos estos avances, la eficiencia aerodina´mica,
la estabilidad y la maniobrabilidad de las aeronaves modernas siguen dependiendo de las
caracterı´sticas aerodina´micas de las superficies sustentadoras.
El flujo perturbado detra´s de una aeronave, resultado de la interaccio´n entre las super-
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ficies de la aeronave y el aire que la rodea, es considerado como una estela de vorticidad y
difiere del aire del entorno en variaciones de velocidad, presio´n, temperatura, entre otros
para´metros. Es importante diferenciar entre el concepto de Estela de borde de salida (Trai-
ling Wake) y Estela de vorticidad (Vortex Wake). La estela de borde de salida se forma
como resultado del flujo que pasa sobre un cuerpo en un medio viscoso y es causado por
la friccio´n del cuerpo. Las estelas de borde de salida se representan como regiones con
disminucio´n en la velocidad media y un nivel de turbulencia elevado. En cambio, la estela
de vorticidad se forma a partir del flujo alrededor de un cuerpo en un medio viscoso de-
bido a la generacio´n de sustentacio´n y, correspondientemente, la presencia de resistencia
inducida. La estela esta´ acompan˜ada por la formacio´n de un par de vo´rtices longitudinales
en contra-rotacio´n a cierta distancia detra´s del cuerpo.
La estela de vorticidad detra´s de una aeronave es un flujo que se mueve sin lı´mites a la
velocidad media del flujo no perturbado. Puede alcanzar una longitud alrededor de 10 - 12
km [1], y depende en gran medida de las condiciones atmosfe´ricas, el disen˜o aerodina´mico
de la aeronave, la velocidad de vuelo y la altitud. La mayor contribucio´n a la forma de la
estela de vorticidad y su comportamiento son debidas a la formacio´n y al desprendimiento
de los vo´rtices de salida desarrollados en los extremos del ala, los estabilizadores, los
dispositivos de control, y el fuselaje.
La turbulencia presente en la estela de vorticidad se intensifica a medida que se incre-
menta la generacio´n de los vo´rtices de salida. Adicionalmente, es importante considerar
que esos flujos turbulentos tambie´n producen un decaimiento en la fuerza de sustentacio´n
de las aeronaves que se encuentran interactuando con ella.
En la comunidad de la aviacio´n civil y la aerona´utica, los vo´rtices desarrollados en
los extremos de las alas de las aeronaves comerciales representan un riesgo significativo
para otras aeronaves durante el vuelo, situacio´n comu´n durante el aterrizaje y el despegue.
Debido a los riesgos, la Administracio´n Federal de Aviacio´n (FAA) y la Organizacio´n de
Aviacio´n Civil Internacional (OACI) exigen que las aeronaves que realizan vuelos aten-
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diendo las reglas de vuelo por instrumentos (IFR, Instrumental Flight Rules), se manten-
gan separadas por distancias mı´nimas que van entre 3-6 millas na´uticas, en funcio´n de los
taman˜os de las aeronaves [2]. Por otra parte, en los aviones que realizan vuelos siguiendo
las Reglas de Vuelo Visual (VFR), la distancia de separacio´n se establece a discrecio´n del
piloto. Con el reciente desarrollo del Airbus A380, la OACI ha recomendado au´n mayo-
res distancias de separacio´n para aeronaves que se viajan detra´s de un A380 durante el
aterrizaje y el despegue [3].
La generacio´n y la propagacio´n de vo´rtices producidos por las alas de las aeronaves co-
merciales causan gran impacto en el sistema de transporte ae´reo, asunto que se ha agravado
en las u´ltimas de´cadas debido al aumento en el tra´fico ae´reo [33]. Durante la aproxima-
cio´n y despegue entre aeronaves, la formacio´n y el desarrollo de los vo´rtices demoran el
tra´fico ae´reo en todos los aeropuertos. El estudio detallado de la estructura y el desarrollo
de vo´rtices es fundamentalmente importante en los esfuerzos que se hacen por mejorar el
disen˜o de aeronaves en un futuro cercano.
Muchos estudios se han enfocado en la modificacio´n y control de la intensidad de los
vo´rtices de salida a trave´s del uso de dispositivos en la punta del ala (wingtip devices),
mismos que se consideran me´todos pasivos (esta´ticos) basados en cambios en la configu-
racio´n del ala. E´stos incluyen a los generadores de vo´rtices, winglets, wingtip montados
sobre he´lices, splines y spoilers. Existen adema´s me´todos activos (dina´micos) basados en
el uso de dispositivos, controles continuos o perio´dicos, tales como Blowings, active Gur-
ney flaps, boundary layer separation control, active surface mount actuators. No obstante
que se han realizado muchos estudios sobre los vo´rtices del extremo del ala, los estudios
sobre la fı´sica del flujo no son tan numerosos. La complejidad del estudio tridimensional
del flujo en la regio´n cercana a la punta no se describe adecuadamente, especialmente en
cuanto a la inestabilidad del vo´rtice y el mecanismo de trasporte de vorticidad de las capas
viscosas, cerca de la superficie en el concentrado del vo´rtice de salida.
Los experimentos para medir el flujo de un vo´rtice de salida puede ser un me´todo muy
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costoso, difı´cil y consume mucho tiempo. A menudo se llevan a cabo en tu´neles de viento
a nu´meros de Reynolds inferiores a las condiciones reales en modelos simplificados. Las
dificultades de medicio´n tambie´n se incrementan debido a los flujos errantes, feno´meno
que se produce en la lı´nea central del nu´cleo del vo´rtice, corriente abajo. Actualmente, la
experimentacio´n es el me´todo ma´s exacto para el estudio de los vo´rtices de salida.
Por otro lado, la dina´mica de fluidos computacional (CFD) ahora es capaz de producir
datos de alta resolucio´n para un costo monetario posiblemente menor que la ejecucio´n
de un tu´nel de viento. El me´todo actual de CFD es capaz de producir razonablemente
resultados para flujos a nu´meros de Reynolds de escala real mediante la solucio´n de las
ecuaciones promediadas de Reynolds Navier-Stokes (RANS). Los me´todos nume´ricos se
convierten entonces en las herramientas que han demostrado ser eficientes para la solucio´n
de los modelos matema´ticos. Adicionalmente, las simulaciones computacionales son ma´s
econo´micas que los estudios experimentales, y generalmente ma´s ra´pidas. Lo anterior no
implica que la simulacio´n computacional reemplace a los estudios experimentales sino que
es una metodologı´a que puede favorecer al desarrollo de soluciones ma´s satisfactorias, que
posteriormente debera´n ser probadas experimentalmente.
2.2. Estado del Arte
En los u´ltimos an˜os, extensas investigaciones se han llevado a cabo para mejorar la
comprensio´n ba´sica del comportamiento transitorio de la dina´mica del vo´rtice de salida en
el extremo del ala, analizando la estructura y su disipacio´n mediante me´todos analı´ticos,
nume´ricos y experimentales.
Green [4] explica de tres maneras distintas la aparicio´n de los vo´rtices de salida. La
primera descripcio´n considera la diferencia de presio´n entre las superficies inferior y supe-
rior del ala, misma que genera una succio´n que acelera al fluido alrededor de la punta. Este
movimiento, combinado con la componente de velocidad en la direccio´n de la corriente
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libre, produce una estructura de vo´rtice de salida. Una segunda y ma´s esquema´tica expli-
cacio´n implica a la ley de vo´rtice de Helmholtz, donde se presentan los vo´rtices de salida
como la conexio´n entre el vo´rtice enlazado ”Bound vortex”(circulacio´n neta alrededor del
ala, ley de Kutta-Jukowski) y el vo´rtice de punta libre ”trailing vortex”(la correspondencia
de la circulacio´n del ala cuando el ala comienza a moverse, Teorema del Kelvin). Una
tercera forma de explicar los vo´rtices de salida es en te´rminos de la capa de cizalladura
que existe cerca de la punta. El flujo no perturbado y el flujo sobre las superficies del ala
no son paralelos, lo que implica vorticidad cerca de las puntas del ala. Este mecanismo
permite la aparicio´n de dos vo´rtices de signo opuesto detra´s de cada extremo del ala sin
producir sustentacio´n. Sin embargo, lo que se observa es que el vo´rtice de salida es ma´s
complejo que estos mecanismos y el flujo en el extremo del ala consiste en el desarrollo
y la interaccio´n de mu´ltiples estructuras de torbellinos, inestabilidades en la capa de ciza-
lladura, separaciones tridimensionales y reacoplamiento. Como consecuencia, en la estela
se observa el enrollamiento del flujo, inestabilidades del vo´rtice, perdida de intensidad y
la difusio´n, interacciones y la unificacio´n de pequen˜os vo´rtices. Adicionalmente, la for-
macio´n y el desarrollo de los vo´rtices se ven fuertemente afectados por varios factores
como la geometrı´a de las alas, la geometrı´a de la punta, la distribucio´n de carga del ala, la
circulacio´n del vo´rtice y la naturaleza de la capa lı´mite en el ala.
2.2.1. Estudios Experimentales
Numerosos estudios experimentales se han llevado a cabo para comprender el desa-
rrollo del vo´rtice de salida en un campo lejano (far field). Sin embargo, las mediciones en
tu´neles de viento se vuelven complicadas debido a la existencia de inestabilidades de baja
frecuencia que pueden convertirse en grandes fuentes de error de medicio´n, especialmente
en regiones de grandes gradientes de velocidad. Recientemente ha habido una mayor apa-
ricio´n de estudios centrados en la dina´mica y en el enrollamiento de los vo´rtices de salida
CAPI´TULO 2. ANTECEDENTES 8
2.2
en el campo cercano (near field). Ahora se sabe que en el campo cercano los para´metros
de flujo en el nu´cleo del vo´rtice son en gran medida afectados por el a´ngulo de ataque, la
distancia corriente abajo desde el borde de salida del ala, la forma de la punta, la forma
aerodina´mica del ala, el nu´mero de Reynolds, la rugosidad de la superficie, la resolucio´n
de medicio´n, y la te´cnica experimental utilizada.
En la tabla 2.1 se da una pequen˜a descripcio´n de los trabajos experimentales relevantes
al estudio en un campo cercano y al enrollamiento del vo´rtice de salida. En la literatura se
ha dividido en sub-categorı´as de estudios sin medidas de la turbulencia y los estudios con
medidas de la turbulencia.
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Referencia Perfil AR Re (x105) Punta x/c α
Chigier and Corsilia [5] 0015 5.33 9.53 a 0.25-5 12
Corsiglia et al. [6] 0015 5.33 3 a 27-165 8
Orloff [7] 0015 5.33 7 a 3 8-12
Thompson [8] 0012 3.91 0.68 ab 31-36 0-12
McAlister and Takahashi [9] 0015 6.6 15, 25 ab 1.1-5 4, 8, 12
Devenport et al. [10] 0012 8.66 5.3 a 5-30 5
a 10
chow et al. [22] 0012 1.5 46 b 0-1.68 10
Ramaprian and Zheng [28] 0015 4 1.8 a 4.33 5
a 1.33-4.33 10
Anderson and Lawton [32] 0015 1.6 7.5-12.5 a 2-3 4-10
b 2-3 4-10
Lee et al. [15] 0015 5 2.01 a 0.5-3 10
a 2.5 2-18
a 10




Tabla 2.1: Trabajos experimentales relacionados al estudio del vo´rtice de salida.
a: Ala con punta rectangular. b: Ala con punta circular. Referencia: T. Lee and J. Pereira [16]
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El enrollamiento del vo´rtice de salida en un campo cercano al borde de salida de un
ala recta con perfil sime´trico NACA0012 fue estudiado por Jim S. Chow at al. [22],
llevando a cabo un estudio experimental en un tu´nel de viento a un nu´mero de Reynolds
(Re = 4.6 × 106), manteniendo un a´ngulo de ataque constante de α = 10. Mediante la
te´cnica de anemometrı´a de hilo caliente y con siete sondas de presio´n cuantificaron la
velocidad del aire y la presio´n esta´tica. Comprobaron que el campo de la velocidad axial
se intensifica a ma´s de 1.77U∞ de la velocidad de corriente libre en el nu´cleo del vo´rtice.
En el caso del nivel de turbulencia producido se incrementa a lo ma´s 24% rms, pero decae
ra´pidamente en relacio´n a la distancia en direccio´n al flujo, a causa de la rotacio´n del
nu´cleo el cua´l es considerado como un cuerpo so´lido en rotacio´n.
Estudios preliminares han llegado a la conclusio´n de que el vo´rtice es sensible a la
introduccio´n de zondas de medicio´n [10, 11, 12]. Una de las principales dificultades para
la medicio´n del campo de velocidad de un vo´rtice de salida es debido los flujos errantes
(meandering or wandering), los cuales son producidos por la interaccio´n del flujo y zon-
das de medicio´n. Los flujos errantes se caracterizan por ser movimientos aleatorios de baja
frecuencia en un plano trasversal a la direccio´n axial del vo´rtice de salida, como resultado
de la turbulencia de la corriente libre, inestabilidad del vo´rtice de salida, perturbaciones
debido al desarrollo de la capa cizallante e inestabilidades originadas en el modelo [21].
Devenport et al. [10] realizaron una investigacio´n experimental sobre los flujos erran-
tes mediante la te´cnica de velocimetrı´a de hilo caliente. Estudiaron la estructura de un
vo´rtice de salida desarrollado por un ala recta con perfil aerodina´mico NACA0012 a un
Re = 5.35 × 105. El estudio se llevo´ a cabo a una longitud entre 5-30 veces la cuerda
aerodina´mica del perfil corriente abajo con respecto al borde de salida. Los resultados
mostraron un de´ficit de aproximadamente el 84% de la velocidad de corriente libre. Se
realizo´ un ana´lisis detallado sobre los efectos de los flujos errantes en el nu´cleo del vo´rtice
y fuera del nu´cleo, asimismo, desarrollaron una teorı´a para corregir los perfiles de velo-
cidad media y proporcionar estimaciones cuantitativas sobre su amplitud y las contribu-
CAPI´TULO 2. ANTECEDENTES 11
2.2
ciones a los esfuerzos de Reynolds. Observaron que fuera de la regio´n del nu´cleo, el flujo
es dominado por la estela turbulenta producida por el ala, la cual se enrolla en forma de
espiral alrededor del nu´cleo. Concluyeron que las amplitudes de los flujos errantes son pe-
quen˜as (tı´picamente menos del 1% de la cuerda aerodina´mica, 30% del radio del nu´cleo),
la amplitud se incrementa corriente abajo y decrece al variar el a´ngulo de ataque.
J Katz at al. [11] demostraron que las dimensiones fı´sicas del vo´rtice de salida no
se ven afectadas significativamente por la rugosidad de la superficie del ala, mientras que
un aumento en la rugosidad de la superficie reduce la intensidad del vo´rtice. Mencionaron
que dependiendo de la forma de la punta, el enrollamiento del vo´rtice de salida puede
incluir la fusio´n de mu´ltiples pequen˜os vo´rtices que se forman a partir de la separacio´n de
las capas de esfuerzos locales.
S.C.C. Bailey, S. Tavoularis [12] concluyeron que la turbulencia en el nu´cleo se in-
tensifica a medida que se incrementa la turbulencia de corriente libre. La trayectoria del
vo´rtice no es afectado por la turbulencia de la corriente libre, pero la estela que se enrolla
alrededor del vo´rtice presenta una curvatura que decrece al incrementar la intensidad de
esta turbulencia.
A. Shekarriz at al. [13] estudiaron el comportamiento de los vo´rtices de salida en un
campo cercano para un ala con baja relacio´n de aspecto. Midieron la distribucio´n de la ve-
locidad axial, realizando diferentes repeticiones en los experimentos variando el nu´mero
de Reynolds y el a´ngulo de ataque. Los resultados indican que el enrollamiento es ca-
si completo en el borde de salida y que menos del 66% de la circulacio´n de la raı´z es
arrastrado en el vo´rtice.
Michea Giuni y Richard B. Green [14] llevaron acabo un estudio de visualizacio´n
de flujo en un ala recta con punta en forma rectangular y circular, utilizando un perfil
sime´trico NACA0012. Concluyeron que la energı´a de enrollamiento del flujo y el desarro-
llo de un sistema de vo´rtices primarios en un campo cercano al borde de salida es afectado
por la presencia de intensos vo´rtices secundarios. El ala con punta rectangular presenta
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dos bordes afilados, los cuales producen una estructura de vo´rtice de salida con vo´rtices
secundarios altamente inestables (mostrado en la figura 2.1a). Posteriormente, el vo´rtice
primario interacciona tempranamente con el vo´rtice secundario causando flujos errantes
en la estructura del vo´rtice de salida, los cuales ra´pidamente son reducidos debido a la
disipacio´n de los vo´rtices secundarios. En el otro caso, el ala con disen˜o de punta circular,
produce pequen˜os vo´rtices secundarios de menor intensidad, consiguiendo condiciones de
flujo de simetrı´a axial en una etapa temprana (mostrado en la figura 2.1b). Sin embargo,
la principal fuente de los flujos errantes para esta geometrı´a esta´ relacionada a la hoja de
vorticidad que se enrolla alrededor del vo´rtice de salida conforme se desplaza corriente
abajo, por lo cual, las fluctuaciones se intensifican en funcio´n de la distancia axial desde
el borde de salida. Afirman que la produccio´n de turbulencia en el proceso de formacio´n
esta´ directamente relacionada con los gradientes radiales del flujo axial. La direccio´n del
flujo axial y su intensidad desempen˜an un papel importante en la evolucio´n temprana del
vo´rtice de salida. Chow et al. [24] presento´ un estudio sobre los vo´rtices secundarios y
terciarios, los cuales se unifican en el vo´rtice primario dentro de una longitud no mayor a
un cuerda del perfil aerodina´mico desde el borde de salida del ala. Tambie´n comprobaron
que la forma del vo´rtice de salida presenta simetrı´a axial con una velocidad axial mayor
a la velocidad de la corriente libre (jetlike). Freymuth et al. [25] declaro´ que la visuali-
zacio´n del flujo es el mejor enfoque para obtener pistas sobre las estructuras de vo´rtices
complejos y muchos estudios de este feno´meno comienzan con visualizaciones del flujo
[11, 24, 26].
Bailey et al. [12] encontraron que el flujo sobre la punta de un ala esta´ compuesto por
pequen˜os vo´rtices, los cuales rotan simultaneamente con el vo´rtice de salida. Mediante
la te´cnica de visualizacio´n con humo realizados por Katz y Galdo [11] se mostro´ una es-
tructura compleja con vo´rtices y su interaccio´n. Las mediciones realizadas por Birch et al.
[27], mediante la te´cnica de Velocimetrı´a de Ima´genes de Partı´culas en un ala con punta
rectangular, confirmaron la estructura de mu´ltiples vo´rtices en el inicio del enrollamien-
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Figura 2.1: Evolucio´n del vo´rtice de salida en el plano z/c = 0.6, para un Re = 3000 y α = 12. (a) punta
rectangular. (b) punta circular. Referencia:Michea Giuni y Richard B. Green [14]
to del vo´rtice de salida y mostraron de´ficit de velocidad axial, y un exceso en el centro
del vo´rtice a una distancia de 1.5 veces la cuerda del perfil aerodina´mico desde el borde
de salida. Karakus et al. [30] concluyeron que la regio´n de la punta esta´ sometida por
la fuerte interaccio´n entre mu´ltiples vo´rtices secundarios y el vo´rtice primario. Zuhal y
Gharib [31] tambie´n descubrieron esta interaccio´n en el vo´rtice a una distancia no mayor
a tres veces la cuerda del perfil aerodina´mico desde el borde de salida; encontraron una
correlacio´n entre las altas fluctuaciones localizadas en el vo´rtice primario y la presencia
de fuertes vo´rtices secundarios.
La velocidad axial del flujo en la regio´n interna del vo´rtice de salida puede presen-
tar una distribucio´n chorro (jetlike) o´ estela ( wakelike). T. Lee at al. [16] comprobaron
experimentalmente que la forma de la punta de un ala puede influir en gran medida en la
intensidad del flujo, pero no es la causa de la naturaleza de un jetlike o wakelike. El a´ngulo
de ataque y la interaccio´n entre el vo´rtice de salida y la estela determinaran la naturaleza
de la distribucio´n del flujo axial en un campo cercano.
Para a´ngulos de ataque pequen˜os, el flujo es arrasado por los esfuerzos cortantes y la
estela del ala, presentando una distribucio´n de forma wakelike a medida que avanza aguas
abajo con respecto al borde de salida del ala (mostrado en la figura 2.2(a)). En cambio,
para a´ngulos de ataque elevados, el fluido es rodeado por los esfuerzos cortantes, a su vez,
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Figura 2.2: Caracterı´sticas aerodina´micas del ala con punta redondeada y rectangular. (a) velocidad axial
normalizada con la velocidad de la corriente libre u/u∞ vs direccio´n transversal al flujo z/c. (b) Coeficiente
de sustentacio´n CL vs a´ngulo de ataque α, para ala con punta rectangular. (c) Relacio´n de coeficientes de
sustentacio´n y arrastre CL/CD vs coeficiente de sustentacio´n CL para ala con punta rectangular. Referencia:
T. Lee at al. [16]
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protegidos de los efectos destructivos de la estela del ala y permaneciendo como un jetlike.
El a´ngulo de conmutacio´n en el que el flujo axial cambia de wakelike a un jetlike aparece
alrededor de 7 grados como a´ngulo de ataque, el cual tambie´n coincidio´ con el a´ngulo en
el que la relacio´n del coeficiente de sustentacio´n y arrastre es ma´ximo, Figura 2.2(b,c).
Una opcio´n viable para la reduccio´n de los vo´rtices de salida es la aplicacio´n de me´to-
dos de control activo (eg. flaps, alerones, timones o diversas superficies de control).Moj-
taba Ahmadi-Baloutaki et. al [49] llevaron a cabo un estudio experimental sobre los
efectos del flujo turbulento inducido en la corriente libre. Los estudios fueron realizados
utilizando un perfil sime´trico NACA 0015 a distintos a´ngulos de ataque entre 0 y 25, y
un nu´mero de Reynolds de 1.6 × 105, ası´ como una malla con la funcio´n generadora de
turbulencia a la entrada del tu´nel de viento (4.6% rms). Concluyeron que un aumento en
la intensidad de la turbulencia inducida incrementa los coeficientes aerodina´micos funda-
mentales (sustentacio´n y arrastre), retrasa el desplome esta´tico, y adema´s incrementa la
velocidad tangencial y la circulacio´n a medida que el vo´rtice se aleja del perfil.
Otro enfoque a estos me´todos activos para controlar los efectos de los vo´rtices de sali-
da es mediante el uso de orificios para succio´n y expulsio´n de aire (wing tip blowing). P.
Margaris [50] desarrollo´ un estudio parame´trico extenso sobre la topologı´a de los vo´rti-
ces de salida bajo los efectos de la expulsio´n de aire continuo desde la punta del ala. Estas
alteraciones fueron medidas bajo diferentes circunstancias de expulsio´n, como las posi-
ciones de los orificios (sobre la superficie de la punta del ala, en una zona cercana al borde
de ataque y otra en el borde salida), las superficies de donde se realizaba la expulsio´n (In-
trado´s, extrado´s y punta) y la geometrı´a de la punta (cuadrada y redonda). Como resultado
de este estudio, obtuvieron la manera ma´s efectiva de disipacio´n de los vo´rtices de salida
mediante el posicionamiento de la fuente de expulsio´n en la regio´n cercana al intrado´s y
al borde de ataque, mientras que al posicionar la misma cerca del extrado´s y del borde de
ataque genero´ vo´rtices coherentes sencillos o mu´ltiples. Cabe destacar que la geometrı´a de
la punta influye en gran medida sobre la formacio´n de los vo´rtices de salida y la disipacio´n
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de los mismos para las configuraciones de expulsio´n antes mencionadas, ya que para el
caso de la punta cuadrada se evidencio´ el efecto de los vo´rtices de rotacio´n contraria gene-
rados por la expulsio´n de aire, los cuales se fusionaban con el vo´rtice primario en una etapa
temprana de la formacio´n de ambos, causando una difusio´n de los vo´rtices a la salida del
ala, ası´ como una reduccio´n de su intensidad de turbulencia. Por otro lado, para el caso de
la punta redonda se presento´ un efecto contrario, ya que el fluido mostro´ un efecto Coanda
(adhirie´ndose a la punta), lo cual conllevo´ a una pobre interaccio´n del vo´rtice primario con
el vo´rtice de rotacio´n contraria dando ası´ como resultado un vo´rtice ma´s desarrollado y de
mayor intensidad que para el caso de la punta cuadrada.
2.2.2. Estudios Nu´mericos
El ca´lculo nume´rico del flujo alrededor de la punta de un ala aerodina´mica se esta´ con-
virtiendo en una herramienta muy u´til para mejorar la comprensio´n del feno´meno fı´sico de
los vo´rtices de salida. Diferentes investigadores [17, 18, 20] realizaron un estudio nume´ri-
co detallado sobre la relacio´n de la punta de un ala y el vo´rtice de salida. Estos trabajos
fueron realizados en conjunto y comparados con los resultados experimentales publicados
por Chow [22, 23].
Los estudios deMatthew J. at al. [17] examinaron el desempen˜o de diversos modelos
de turbulencia utilizando CFD basados en RANS para simular la formacio´n del vo´rtice de
salida en un campo cercano, utilizando el co´digo nume´rico NPARC WIND 5.0 y WIND-
US 1.0. Los modelos de turbulencia explorados son el modelo esta´ndar Spalart-Allmaras
(SA), el modelo Spalart-Allmaras con la correccio´n de la rotacio´n del sistema y la curva-
tura de la lı´nea de corriente (SA-RC), el modelo SST (The Menter Shear Stress Transport
Model) y el modelo de esfuerzos algebraico explı´cito Rumsey - Gatski. Las soluciones
obtenidas usando un esquema nume´rico de quinto orden muestran que el modelo de tur-
bulencia AS-RC predice con mayor precisio´n el comportamiento del flujo sobre el ala.
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Sin embargo, ninguno de los modelos de turbulencia explorados captan con precisio´n las
componentes del tensor de esfuerzos de Reynolds.
Para el modelo Spalart-Allmaras, el te´rmino de produccio´n es originalmente P = Cν˜s,
donde C es una constante, s es un escalar medible del tensor medio de deformacio´n, y
ν˜ es la viscosidad turbulenta; la correccio´n de rotacio´n cambia el te´rmino de produccio´n
por P = Cν˜ [|ω| + 2min (0, |S | − |ω|)], donde |ω| es la magnitud de la vorticidad y |S | es la
magnitud del rango de deformacio´n.
Dacles - Mariani [18] identificaron tanto el error nume´rico debido a la discretizacio´n
del dominio como tambie´n al error asociado con el uso de los modelos de turbulencia ba-
sados en la viscosidad de eddy. Tambie´n encontraron que el modelo de Spalart-Allmaras
dio resultados similares a los del modelo Baldwin-Barth pero con ma´s detalle. Adema´s, el
uso de una correccio´n de rotacio´n en el te´rmino de produccio´n del modelo de turbulencia
mejora en gran medida las predicciones. Utilizaron datos experimentales para establecer
las condiciones frontera de la entrada y salida del dominio geome´trico; trataron con con-
diciones de Dirichlet y Neumann, mostrando resultados ma´s precisos con condiciones de
Neumann. En el mejor de los casos, la presio´n esta´tica en el nu´cleo del vo´rtice de salida
esta´ sobrepronosticada en un 11%, la magnitud de la velocidad en el nu´cleo del vo´rtice
de salida se sobrepronostico´ en un 3%, y el taman˜o del nu´cleo del vo´rtice de salida se
preve´ dentro del 2%. Una de sus principales conclusiones es que, al menos se debe utili-
zar un esquema nume´rico de quinto orden de manera que en la regio´n de la punta del ala
y en el nu´cleo del vo´rtice no resulte demasiado difuso. Dacles-Mariani et al. [19] decla-
raron que es poco probable que un modelo k − ε o´ modelo Reynold-stress tengan alguna
esperanza de predecir el flujo de hasta 0.5% de precisio´n.
Kim y Rhee [20] utilizaron el co´digo comercial CFD FLUENT para realizar los ca´lcu-
los RANS del vo´rtice de salida. Emplearon un enfoque de volu´menes finitos de celdas cen-
trales utilizando el esquema QUICK. Dos aspectos de su investigacio´n son interesantes.
En primer lugar, utilizaron una funcio´n de malla adaptativa no estructurada. Esta malla se
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adapta automa´ticamente para proporcionar una alta resolucio´n en la regio´n del centro del
vo´rtice de salida mediante la identificacio´n de regiones en las que la segunda invariante
del tensor de la tasa de deformacio´n cae dentro de un cierto rango. En segundo lugar, uti-
lizaron el modelo de turbulencia Reynolds-stress de FLUENT. Esto fue utilizado adema´s
de los modelos: Spalart-Allmaras con correccio´n de rotacio´n [19], el modelo Menter SST,
y el modelo k− ε. Con la funcio´n de malla adaptativa y el modelo de transporte Reynolds-
Stress, Kim y Rhee [20] obtuvieron buenos resultados con el experimento en la regio´n
cercana al borde de salida del ala, especialmente en te´rminos de la caı´da de presio´n esta´ti-
ca en el nu´cleo del vo´rtice de salida. Sin embargo, corriente abajo desde borde de salida
del ala, el vo´rtice computarizado se convierte en demasiado difuso. Curiosamente, encon-
traron que el modelo Spalart-Allmaras con correccio´n de rotacio´n tambie´n proporciona
buenos resultados si las constantes de correccio´n se cambian por las constantes publicadas
por Dacles-Mariani[19].
T.J. Craft et. al. [51] enfoco´ un estudio nume´rico computacional para comprobar los
resultados experimentales realizados por Chow [22, 23] mediante el uso de diversos mo-
delos de turbulencia, siendo estos los modelos de viscosidad Eddy (linear y no linear) y
un modelo de transporte de esfuerzos (o de segundo momento) que satisface el Lı´mite
de dos componentes. Los resultados de las simulaciones realizadas para este experimen-
to concuerdan con lo expresado por otros autores, demostrando co´mo ambos modelos de
viscosidad de Eddy presentan un decaimiento muy precipitado en el nu´cleo del vo´rtice,
sin embargo, el modelo de transporte de esfuerzo ”lı´mite de dos componentes”presenta
mayores concordancias con los resultados expuestos por Chow [22, 23], de igual manera
Craft concluye que es necesario profundizar ma´s en la investigacio´n de este modelo para
corregir el pronunciado decaimiento en el campo de esfuerzos corriente abajo.
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2.3. Hipo´tesis
La hipo´tesis que da pie a esta investigacio´n es que la rapidez de disipacio´n de los
vo´rtices secundarios cambia significativamente con la curvatura en el espesor de la punta
alar, lo que conduce a que las componentes de esfuerzos turbulentos presenten distribucio´n
compleja, lo que afecta la disipacio´n del vo´rtice en una etapa ma´s temprana.
2.4. Objetivos
2.4.1. Objetivo General
El objetivo general de la presente tesis es analizar el efecto de la geometrı´a redondeada
de la salida de una ala rectangular sobre la aerodina´mica, la estructura y la disipacio´n de
los vo´rtices de salida secundarios, mediante la Dina´mica de Fluidos Computacional.
2.4.2. Objetivos Especı´ficos
1. Revisar el estado del arte referente al estudio aerodina´mico del vo´rtice de salida.
2. Revisar los modelos de turbulencia apropiados a la naturaleza de la aerodina´mica de
flujos externos alrededor de superficies sustentadoras y alas de longitud finita.
3. Seleccionar el modelo de turbulencia adecuado para la caracterizacio´n de la aero-
dina´mica de flujos en alas finitas.
4. Validar los modelos nume´ricos mediante la comparacio´n de resultados computacio-
nales con datos experimentales.
5. Disen˜ar la geometrı´a del ala.
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6. Evaluar de manera cuantitativa las componentes de la velocidad, vorticidad, presio´n
esta´tica y las propiedades turbulentas referentes al vo´rtice de salida en un campo
cercano.




3.1. Ecuaciones fundamentales de la dina´mica de fluidos
Las ecuaciones fundamentales de la dina´mica de fluidos esta´n basadas en las siguientes
leyes de conservacio´n:
Conservacio´n de masa
Conservacio´n de la cantidad de movimiento (Momentum)
Conservacio´n de la energı´a
La ecuacio´n que resulta de aplicar la Ley de conservacio´n de masa a un fluido se co-
noce como Ecuacio´n de Continuidad. La conservacio´n de la cantidad de movimiento (o
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momentum) no es otra cosa sino la Segunda Ley de Newton. Cuando esta ley se aplica
a un fluido, se genera una ecuacio´n vectorial conocida como Conservacio´n de cantidad
de movimiento. La conservacio´n de la energı´a es ide´ntica a la Primera Ley de la Termo-
dina´mica, y la ecuacio´n resultante para fluidos se conoce como Ecuacio´n de la Energı´a.
Adicionalmente a estas ecuaciones basadas en leyes universales, es necesario establecer
relaciones entre las propiedades del fluido de tal forma que sea posible cerrar el sistema de
ecuaciones. Un ejemplo de estas relaciones son las ecuaciones de estado, mismas que rela-
cionan a las variables termodina´micas denominadas presio´n p, densidad ρ, y temperatura
T .
3.1.1. Ecuacio´n de la Conservacio´n de Masa
La ley de la conservacio´n de la masa aplicada a un fluido que pasa a trave´s de un
volumen de control de taman˜o infinitesimal conduce a la siguiente ecuacio´n:
∂ρ
∂t
+ ∇ · (ρ~V) = 0 (3.1)
donde ρ es la densidad del fluido y ~V es el vector de la velocidad del fluido. El primer
te´rmino en esta ecuacio´n representa la razo´n de cambio de la densidad en el volumen de
control y el segundo te´rmino representa la razo´n neta de flujo de masa que atraviesa la
superficie de control (superficie que rodea al volumen de control) por unidad de volumen.





+ ~V · ∇( ) (3.2)
de tal forma que la ecuacio´n de continuidad se puede escribir como:




+ ρ(∇ · ~V) = 0 (3.3)
En coordenadas cartesianas, donde u, v,w representan las componentes de la velocidad












(ρw) = 0 (3.4)
Para flujo de aire en estado permanente con velocidad menor a 100 m/s, el nu´mero de





lo que se conoce como flujo incompresible, y en tal caso la ecuacio´n de conservacio´n de
masa es
∇ · ~V = 0 (3.6)










3.1.2. Ecuacio´n de Conservacio´n de la Cantidad de Movimiento
La segunda ley aplicada a un elemento de fluido pasando a trave´s de un volumen de
control fijo de taman˜o infinitesimal conduce a la siguiente ecuacio´n vectorial:





= ρ ~f + ∇ · Πi j (3.8)
El primer te´rmino del lado derecho corresponde a las fuerzas de cuerpo por unidad de
volumen. Las fuerzas de cuerpo actu´an a distancia y se aplican en toda la masa del fluido.
La fuerza de cuerpo ma´s comu´n es la fuerza gravitacional. En este u´ltimo caso la fuerza
por unidad de masa ~f iguala a la aceleracio´n de la gravedad ~g, es decir:
ρ ~f = ρ~g (3.9)
adicionalmente, el segundo te´rmino del lado derecho representa las fuerzas de superficie
por unidad de volumen. Estas fuerzas se aplican como esfuerzos externos sobre el ele-
mento de fluido. Los esfuerzos constan de esfuerzos normales y esfuerzos cortantes y se
encuentran representados por las componentes del tensor de esfuerzo Πi j. El tensor de
esfuerzo se separa comu´nmente de la siguiente forma:
Πi j = −pδi j + τi j (3.10)
donde τi j representa el tensor de esfuerzo viscoso y esta´ dado por














i, i, k = 1, 2, 3 (3.11)
Entonces las ecuaciones de Navier-Stokes (ecuaciones de conservacio´n de la cantidad





















i, i, k = 1, 2, 3 (3.12)
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Para un sistema cartesiano de coordenadas las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser




































































































































































































ρw2 + p − τzz
)
= ρ fz (3.16)
donde las componentes del tensor de esfuerzos viscosos τi j esta´n dados por:







































































En caso de que se trate de flujo incompresible con coeficiente de viscosidad constante,





= ρ ~f − ∇p + µ∇2~V (3.23)
Es importante recalcar que la ecuacio´n (3.23) corresponde al caso de viscosidad cons-
tante, por lo que podrı´a resultar en un modelo inadecuado para flujos no isote´rmicos de
lı´quidos cuya viscosidad sea altamente dependiente de la temperatura. Por otra parte, la
viscosidad de los gases es moderadamente dependiente de la temperatura, por lo que este
modelo resultara´ en una buena aproximacio´n para flujo incompresible de gases.
3.1.3. Ecuacio´n de la Energı´a
La primera ley de la termodina´mica aplicada a un fluido que atraviesa un volumen de
control fijo de taman˜o infinitesimal conduce a la ecuacio´n de la energı´a:
∂Et
∂t
+ ∇ · Et~V =
∂Q
∂t
− ∇ · ~q + ρ ~f · ~V + ∇ · (~Πi j · ~V) (3.24)
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+ energı´a potencial + ...
)
(3.25)
y e es la energı´a interna por unidad de masa. El primer te´rmino de la izquierda representa
la razo´n de cambio de Et dentro del volumen de control, mientras el segundo te´rmino
representa la pe´rdida neta de energı´a por conveccio´n a trave´s de la superficie de control. El
primer te´rmino del lado derecho es la razo´n de produccio´n de calor por agentes externos
y el segundo te´rmino (∇ · ~q) es la razo´n de calor perdido por conduccio´n a trave´s de la
superficie de control. Se puede suponer que se cumple la ley de Fourier de tal forma que:
~q = −k∇T (3.26)
donde k es la conductividad te´rmica y T la temperatura. El tercer te´rmino del lado derecho
de la ecuacio´n (3.24) corresponde al trabajo hecho sobre el volumen de control por parte
de las fuerzas de cuerpo, mientras el cuarto te´rmino cuantifica el trabajo hecho sobre el
sistema por parte de las fuerzas de superficie. Queda claro que la ecuacio´n de la energı´a
es consistente con la primera ley de la termodina´mica, i.e. el incremento de energı´a en el
sistema es igual al calor adicionado al sistema sumado al trabajo hecho sobre el sistema.
Es pra´ctica comu´n reescribir la ecuacio´n de la energı´a de tal forma que se aprecia la
existencia de un te´rmino conocido como funcio´n de disipacio´n Φ, misma que fı´sicamente
representa la razo´n a la cual parte de la energı´a meca´nica se emplea en el proceso de
deformacio´n del fluido y se convierte en calor debido a la viscosidad. La ecuacio´n de la
energı´a en te´rminos de la energı´a interna e queda de la siguiente forma:





+ p(∇ · ~V) = ∂Q
∂t
− ∇ · ~q + Φ (3.27)
Utilizando la definicio´n de entalpı´a














− ∇ · ~q + Φ (3.29)
























































En caso de que el flujo sea incompresible y considerando que el coeficiente k sea







+ k∇2T + Φ (3.31)
3.2. Ecuaciones promediadas para flujos turbulentos
El principal impulso en la investigacio´n actual en la dina´mica de fluidos computacio-
nal y la transferencia de calor es mediante el uso de las ecuaciones promediadas de Navier
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Stokes. Estas ecuaciones tambie´n son conocidas como Ecuaciones de Reynolds de movi-
miento o ecuaciones de Reynolds Navier-Stokes promediadas, RANS (Reynolds Averaged
Navier-Stokes Equations). Promediando en el tiempo las ecuaciones de movimiento dan
lugar a la aparicio´n de nuevos te´rminos, los cuales pueden ser interpretados como gradien-
tes aparentes de esfuerzos y flujos de calor asociados con el movimiento turbulento. Estas
nuevas cantidades deben ser relacionadas con las variables del flujo promedio mediante
modelos de turbulencia. Estos procesos introducen suposiciones y aproximaciones adicio-
nales. Entonces, esta manera de tratar a los flujos turbulentos mediante la solucio´n de las
ecuaciones de Reynolds de movimiento no provienen de los principios fundamentales y
algunas suposiciones adicionales deben ser incluidas para cerrar el sistema de ecuaciones.
Las ecuaciones de Reynolds se obtienen descomponiendo cada una de las variables de-
pendientes en las ecuaciones de conservacio´n en dos partes: una parte promedio temporal
(obtenida en un intervalo de tiempo apropiado) y una parte fluctuante, y posteriormente
se promedian en el tiempo las ecuaciones completas. Existen dos tipos de promedios, el
promedio cla´sico de Reynolds y el promedio ponderado con la masa (mass-weighted ave-
raging) sugerida por Favre [34]. Ambas formulaciones resultan ser ide´nticas en caso de
que las fluctuaciones de la densidad resulten despreciables.
3.2.1. Ecuaciones de Navier-Stokes Promediadas de Reynolds
En el procedimiento de promedio convencional, siguiendo la estrategia de Reynolds,






Se requiere que ∆t sea grande comparada con el periodo de las fluctuaciones aleatorias
asociadas con la turbulencia, pero al mismo tiempo debe ser pequen˜a respecto a la cons-
tante de tiempo para cualquier variacio´n lenta en el flujo asociada con flujos transitorios
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ordinarios. La ∆t es algunas veces indicada para aproximarse a infinito como lı´mite pero
esto se debe interpretar en relacio´n al periodo de fluctuacio´n caracterı´stico de la turbulen-
cia. Para mediciones pra´cticas, las variables del flujo fluctuante aleatorio se remplazan por
valores promedio temporal sumados a fluctuaciones respecto al promedio. Para un sistema
cartesiano rectangular, escribimos:
u = u + u′ v = v + v′ w = w + w′ ρ = ρ + ρ′
p = p + p′ h = h + h′ T = T + T ′ H = H + H
(3.33)
donde la entalpı´a total H se define como H = h + uiui/2. Las fluctuaciones en otras
propiedades del fluido como la viscosidad, la conductividad te´rmica, y el calor especı´fico
son usualmente pequen˜as y sera´n despreciadas en este caso. Por definicio´n, el promedio






f ′dt ≡ 0 (3.34)
Deberı´a ser claro a partir de esta definicio´n que para variables del flujo f y g, se cumple
que:
f g′ = 0 f g = f g f + g = f + g (3.35)
Tambie´n es claro que mientras que f ′ ≡ 0, el promedio temporal del resultado del
producto de dos cantidades fluctuantes no es igual a cero, i.e. f ′ f ′ , 0. De hecho, la
raı´z cuadra´tica media de las fluctuaciones de la velocidad se conoce como intensidad de
turbulencia.
Para el manejo de los flujos compresibles y las mezclas de gases en particular, el pro-
medio ponderado con la masa (mass-weighted averaging) resulta conveniente. En esta
aproximacio´n definimos las variables ponderadas con la masa como f˜ = ρ f /ρ. Esto es:





















Notamos que solamente las componentes de la velocidad y las variables te´rmicas son
ponderadas con la masa. Las propiedades del fluido tales como la densidad y la presio´n se
tratan como en los pa´rrafos anteriores. Para sustituir en las ecuaciones de conservacio´n, se
definen nuevas cantidades fluctuantes como:
u = u˜ + u′′ v = v˜ + v′′ w = w˜ + w′′ h = h˜ + h′′ T = T˜ + T ′′ H = H˜ + H′′ (3.37)
Es muy importante notar que los promedios temporales de las propiedades doble pri-
ma, i.e. u′′, v′′, etc., no son iguales a cero en general, a menos que ρ′ = 0. De hecho se
puede demostrar que u′′ = −ρ′u′/ρ, v′′ = −ρ′v′/ρ, etc. En su lugar, el promedio temporal
de una cantidad fluctuante doble prima multiplicada por la densidad es igual a cero.
ρ f ′′ ≡ 0 (3.38)
La identidad anterior se puede establecer expandiendo ρ f = ρ( f˜ + f ′′) y utilizando la
definicio´n de f˜ .
3.2.2. Forma de Reynolds de la Ecuacio´n de Continuidad






(ρu j) = 0 (3.39)
Primero, las variables se descomponen en las variables de tiempo convencionales pro-
mediadas ma´s las componentes fluctuantes como se indica en las ecuaciones (3.33).
Toda la ecuacio´n es entonces promediada en el tiempo, produciendo en notacio´n subin-
dicial:












) = 0 (3.40)
Tres de los te´rminos son ide´nticamente cero como se indica en la identidad dada por
la ecuacio´n (3.34). Finalmente, la forma de Reynolds de la ecuacio´n de continuidad en las







ρ u j + ρ′u′j
)
= 0 (3.41)
Sustituyendo las variables promediadas ponderadas con la masa ma´s las fluctuaciones
doble prima dadas por las ecuaciones (3.37) en la ecuacio´n de continuidad, y promediando
















) = 0 (3.42)
Dos de los te´rminos en la ecuacio´n (3.42) son obviamente ide´nticos a cero como es


















lo cual es igual a cero de acuerdo a lo establecido por la ecuacio´n (3.38). Esto permite que






(ρu˜ j) = 0 (3.44)
No´tese que la ecuacio´n (3.44) es ma´s compacta que la forma de la ecuacio´n (3.41).
Para flujos incompresibles, ρ′ = 0, y las diferencias entre las variables convencionales y
las variables de masa ponderada se desaparecen, de modo que la ecuaciones de continuidad
se puede escribir como:





Forma de Reynolds de la Ecuacio´n de Conservacio´n de la Cantidad de Movimiento
El desarrollo de la forma de Reynolds de las ecuaciones de momentum procede ma´s
fa´cilmente cuando comenzamos con las ecuaciones de momentum de Navier-Stokes en
las formas de la divergencia o en la forma de la ley de conservacio´n, ecuacio´n (3.16). Tra-
bajando primeramente con las variables convencionales promediadas, reemplazamos las
variables dependientes en la ecuacio´n de continuidad (3.16) con los promedios de tiempo
ma´s las fluctuaciones de acuerdo con la ecuacio´n (3.33). Como ejemplo, la componente x










































) − τzx] = 0 (3.46)
Despue´s, toda la ecuacio´n es de tiempo promediado. Los te´rminos que son lineales en
las cantidades fluctuantes se hacen cero cuando se promedia el tiempo, como lo hicieron
en la ecuacio´n de continuidad. Varios te´rminos desaparecen de esta manera, mientras que
otros pueden ser grupos y que pueden hacerse cero a trave´s del uso de la ecuacio´n de
continuidad. La ecuacio´n de cantidad de movimiento en x de Reynolds puede ser escrita
como:




(ρ u + ρ′u′) +
∂
∂x




(ρ u v + u ρ′v′) +
∂
∂z













































− w ρ′u′ − ρ u′w′ − ρ′u′w′
]
(3.47)
Las ecuaciones completas de momentum de Reynolds (para las tres componentes)





































Para desarrollar la ecuacio´n de momentum de Reynolds en variables de masa ponde-
rada, otra vez comenzamos con la ecuacio´n de conservacio´n de cantidad de movimiento
(3.16) pero utilizamos la descomposicio´n indicada por la ecuacio´n (3.37) para representar
las variables instanta´neas. Como un ejemplo, la componente en x resultante de la ecuacio´n
(3.16) se hace:




[(ρ + ρ′)(u˜ + u′′)] +
∂
∂x








[(ρ + ρ′)(u˜ + u′′)(w˜ + w′′) − τzx] = 0 (3.50)
Enseguida toda la ecuacio´n completa es promediada en el tiempo, y la identidad dada
por la ecuacio´n (3.38) es utilizada para eliminar te´rminos. La ecuacio´n de momentum de















τi j − ρu′′i u′′j
)
(3.51)
donde despreciando las fluctuaciones viscosas, τi j se hace:





























La ecuacio´n de momentum, (3.51), en variables de masa ponderada es ma´s simple
en la forma que la ecuacio´n correspondiente usando variables convencionales. Notamos
sin embargo, que incluso cuando las fluctuaciones viscosas sean despreciables, τi j es ma´s
complejo en la ecuacio´n (3.51) que la τi j que aparece en la ecuacio´n convencional prome-
diada, ecuacio´n (3.49). En la pra´ctica, se espera que los te´rminos viscosos involucrados en
las fluctuaciones doble prima sean pequen˜as y sean candidatas para ser despreciados con
base en argumentos de o´rdenes de magnitud.
















τi j − ρu′iu′j
)
(3.53)
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donde τi j toma la forma reducida:









Como hemos notado en la conexio´n con la ecuacio´n de continuidad, no hay diferencia
entre las variables de masa ponderada y las variables convencionales para flujo incompre-
sible
Forma de Reynolds de la Ecuacio´n de la Energı´a
Las variables te´rmicas H, h, y T esta´n relacionadas, y la ecuacio´n de energı´a toma di-
ferentes formas, dependiendo de cua´l es elegida para ser la variable te´rmica transportada.
Para desarrollar una forma comu´n, iniciamos con la ecuacio´n de energı´a dada por la ecua-
cio´n (3.24). El te´rmino de generacio´n ∂Q/∂t, sera´ despreciado. Suponiendo que la energı´a
total esta´ compuesta solo de energı´a interna y de energı´a cine´tica, y reemplazando Et, por













Para obtener la ecuacio´n de energı´a de Reynolds en variables convencionales prome-
diadas, reemplazamos las variables dependientes en la ecuacio´n (3.55) con la descompo-
sicio´n indicada por la ecuacio´n (3.33). Despue´s de un promedio de tiempo, la ecuacio´n se
convierte en:




(ρ H + ρ′H′) +
∂
∂x j













































Frecuentemente es deseable utilizar la temperatura esta´tica como una variable depen-
diente en la ecuacio´n de energı´a. Iniciamos con la ecuacio´n de la energı´a en funcio´n de la
entalpı´a especı´fica h, ecuacio´n (3.29). Entonces emplearemos la definicio´n de la entalpı´a
especı´fica, h = cpT y escribimos la ecuacio´n de la energı´a en la forma conservativa para



















La funcio´n de disipacio´n Φ (ver ecuacio´n (3.30)) puede ser escrita en te´rminos de los
componentes de velocidad utilizando la convencio´n de suma como:




















Las variables en la ecuacio´n (3.58) son reemplazadas con la descomposicio´n indicada
por la ecuacio´n (3.33), y la ecuacio´n resultante es promediada en el tiempo. Despue´s de la
eliminacio´n de te´rminos conocidos para ser cero, la ecuacio´n de energı´a de Reynolds en
te´rminos de temperatura se hace:
∂
∂t
(cpρ T + cpρ′T ′) +
∂
∂x j
















− ρcpT ′u′j − cpρ′T ′u′j − u jcpρ′T ′
 + Φ (3.59)
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donde:












La τi j en la ecuacio´n (3.60) debe ser evaluada como indica la ecuacio´n (3.49).
Para desarrollar la forma de la ecuacio´n de energı´a de Reynolds en variables de masa
ponderada, reemplazamos las variables dependientes en la ecuacio´n (3.55) con la descom-
posicio´n indicada por la ecuacio´n (3.37) y el tiempo hace un promedio de la ecuacio´n



















donde τi j puede ser evaluada como esta´ dado por la ecuacio´n (3.52) en te´rminos de las
variables de masa ponderada.
En te´rminos de temperatura esta´tica, la ecuacio´n de energı´a de Reynolds en variables































 + Φ (3.62)
donde:











Para flujos incompresibles la ecuacio´n de energı´a puede ser escrita en te´rminos de
entalpı´a total como:































































 + Φ (3.65)
donde Φ se reduce ligeramente en complejidad debido a la desaparicio´n del te´rmino dila-
tacio´n volume´trica τi j para flujo incompresible.
Particularidades de las Ecuaciones de Reynolds
A primera vista, las ecuaciones de Reynolds probablemente parecen bastante comple-
jas y nos tientan a la pregunta si realmente hemos hecho cualquier progreso hacia la so-
lucio´n de problemas pra´cticos en el flujo turbulento. Seguramente, un problema principal
en la meca´nica de fluidos es que ma´s ecuaciones pueden ser escritas de las que pueden ser
resueltas. Afortunadamente, para muchos flujos importantes, las ecuaciones de Reynolds
pueden ser simplificadas. Antes de que nos demos a la tarea de simplificar las ecuaciones,
permita´monos examinar las ecuaciones de Reynolds ma´s adelante.
Consideraremos un flujo turbulento incompresible primeramente e interpretaremos la
ecuacio´n de momentum de Reynolds en la forma de la ecuacio´n (3.53). La ecuacio´n go-
bierna el tiempo medio de movimiento del fluido, y reconocemos algunos te´rminos fa-
miliares como el flujo de momentum y flujo laminar como te´rminos de esfuerzos (stress
terms) ma´s algunos nuevos te´rminos que involucran fluctuaciones que deben representar
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esfuerzos turbulentos aparentes. Estos esfuerzos turbulentas aparentes se originan en los
te´rminos de flujo de momentum de las ecuaciones de Navier-Stokes. Para decirlo de otra
manera, las ecuaciones de movimiento medio relacionan la aceleracio´n de partı´culas a los
gradientes de esfuerzos, y como sabemos co´mo se expresa la aceleracio´n para el tiempo
medio del movimiento, cualquier cosa nueva en estas ecuaciones deben ser gradientes de
esfuerzo aparente debido al movimiento turbulento. Para ilustrarlo, utilizaremos la ecua-
cio´n de continuidad para organizar la ecuacio´n (3.53) en una forma en la cual la partı´cula













donde (τi j)laminar es el mismo de la ecuacio´n (3.54) y tiene la misma forma, en te´rminos de
las velocidades medias temporales, del tensor de esfuerzo del flujo laminar incompresible.
El esfuerzo aparente turbulento se puede escribir como:
(τi j)turb = −ρu′iu′j (3.67)
Estos esfuerzos aparentes son comu´nmente llamados esfuerzos de Reynolds.
Para un flujo turbulento compresible, el etiquetado los te´rminos de acuerdo con la
aceleracio´n del movimiento medio y esfuerzos aparentes se convierte en un reto. Usando
procesos de promediado convencional, la presencia de te´rminos como ρ′u′
i
pueden resultar
en el flujo de momentum a trave´s de las lı´neas de corriente de flujo medio, frustrando los
intentos de categorizar los te´rminos. El uso de un promedio de masas ponderadas elimina
los te´rminos ρ′u′
i
y provee una expresio´n compacta para la aceleracio´n de la partı´cula pero
complica la separacio´n de esfuerzos en categorı´as puramente laminares como categorı´as
turbulentas aparentes. Cuando se utilizan variables promediadas convencionalmente, los
componentes fluctuantes de τi j desaparecen cuando las ecuaciones son promediadas en el
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tiempo. Estas no desaparecen, excepto, cuando se utiliza un promedio de masa ponderada.
Para ilustrarlo, vamos a organizar la ecuacio´n (3.51) (usando la ecuacio´n de continuidad)














La forma de la ecuacio´n (3.68) es ide´ntica a la de la ecuacio´n (3.66) excepto que u˜i
reemplaza la ui usada en la ecuacio´n (3.66). Si insistimos que (τi j)lam tiene la misma forma
para un flujo laminar, entonces la segunda mitad de τi j de la ecuacio´n (3.52) deberı´a ser
atribuida al transporte turbulento, resultando en:































Como antes, las fluctuaciones viscosas han sido despreciadas para obtener la ecuacio´n
(3.68). El segundo te´rmino en la expresio´n para (τi j)turb involucra a la viscosidad molecular





Podemos realizar un ana´lisis similar en la ecuacio´n de la energı´a en la forma de Rey-
nolds e identificar ciertos te´rminos que involucran temperatura o fluctuaciones de entalpı´a
como cantidades de flujo de calor aparente. Por ejemplo, en la ecuacio´n (3.59) el te´rmino
de flujo de calor es:






y la componente del flujo de calor turbulento aparente (Reynolds) es:
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−ρcpT ′u′j − cpρ′T ′u′j − u jcpρ′T ′
)
(3.72)
Se dara´n futuros ejemplos que ilustran los te´rminos de flujo de calor y la forma del
esfuerzo de Reynolds en secciones subsecuentes que consideran las formas reducidas de
las ecuaciones de Reynolds.
Las ecuaciones de Reynolds no pueden ser resueltas en la forma dada porque los nue-
vos esfuerzos turbulentos aparentes y las cantidades de flujo de calor deben ser vistos
como nuevas inco´gnitas. Para proceder ma´s adelante, necesitamos encontrar ecuaciones
adicionales que involucren las nuevas inco´gnitas o hacer hipo´tesis respecto a la relacio´n
entre las nuevas cantidades turbulentas aparentes y las variables de tiempo de flujo medio.
Esto se conoce como el problema de cierre, el cual se maneja ma´s comu´nmente a trave´s
del modelado de la turbulencia.
3.3. Principios Aerodina´micos y Leyes deMovimiento del
Vo´rtice de Salida
3.3.1. Caracterı´sticas de un Perfil Aerodina´mico
La primera patente publicada de un perfil aerodina´mico fue elaborada por Horatio F.
Phillips en 1884 [29]. En 1902, los hermanos Wright llevaron a cabo pruebas experimen-
tales de sus propios perfiles en un tu´nel de viento, desarrollando geometrı´as relativamente
eficientes, lo cual contribuyo´ al e´xito en su primer vuelo en Diciembre de 1903 [29].
A principios de 1930, NACA (National Advisory Committee for Aeronautics) precursor
de la NASA (National Aeronautics and Space Administration) realizo´ una serie de experi-
mentos aerodina´micos definitivos con formas aerodina´micas que se construyeron de forma
racional y sistema´tica. Muchos de estos perfiles aerodina´micos NACA son de uso comu´n
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Figura 3.1: Nomenclatura de un perfil aerodina´mico
hoy en dı´a.
Considerando un perfil aerodina´mico como el que se observa en la figura 3.1, se le lla-
ma la lı´nea de combadura media a la curva geome´trica de puntos igualmente distantes de
las superficies superior e inferior del perfil aerodina´mico. Los puntos delantero y trasero
del perfil aerodina´mico son llamados borde de ataque y borde de salida, la lı´nea recta que
une estos dos puntos se llama cuerda aerodina´mica (c). La lı´nea superior e inferior son
llamados extrado´s e intrado´s. El espesor es la distancia entre la lı´nea superior e inferior del
perfil aerodina´mico, tambie´n medido perpendicularmente a la lı´nea de combadura media.
La distancia ma´xima entre la lı´nea de combadura media y la lı´nea de la cuerda aerodina´mi-
ca es definida como combadura. Los perfiles NACA se engloban segu´n sus caracterı´sticas:
perfiles de serie de 4 dı´gitos, 5 dı´gitos, 6 dı´gitos, etc.
Para a´ngulos de ataque bajos a moderados, el coeficiente de sustentacio´n varı´a lineal-
mente con respecto al a´ngulo de ataque. La pendiente de esta lı´nea recta se denota como
a0 y se le conoce como pendiente de sustentacio´n (lift slope). En esta condicio´n, el flujo
se mueve suavemente sobre el perfil aerodina´mico y se mantiene adherido sobre la mayor
parte de la superficie. Sin embargo, a medida que el a´ngulo de ataque se incrementa, el
flujo tiende a separarse de la superficie superior del perfil, creando una gran estela que se
comporta pra´cticamente como una zona muerta de aire. Dentro de esta regio´n separada,
el flujo recircula, y parte del flujo incluso se mueve en la direccio´n opuesta a la corriente
libre; a este se le conoce como flujo invertido. Esta separacio´n de flujo es debida a efec-
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tos viscosos y la aparicio´n de gradientes adversos de presio´n. La consecuencia de esta
separacio´n de flujo a a´ngulos de ataque altos es una reduccio´n abrupta en la fuerza de
sustentacio´n y un incremento elevado en la fuerza de arrastre. Bajo esas condiciones se
dice que el perfil aerodina´mico entro´ en pe´rdida. Los perfiles se pueden dividir en dos
tipos: sime´tricos y asime´tricos. Anderson [29] discute que un perfil sime´trico es un perfil
sin combadura, es decir, la lı´nea de combadura media y la cuerda aerodina´mica coinciden.
Claramente en los perfiles sime´tricos, el extrado´s es sime´trico al intrado´s con respecto a
la lı´nea de combadura media. Debido a esta condicio´n geome´trica, el perfil sime´trico tie-
ne un bajo costo y es de fa´cil construccio´n con respecto a un perfil asime´trico. Por otra
parte, los perfiles asime´tricos tienen la ventaja de generar mayor sustentacio´n y mejores
prestaciones ante la entrada en pe´rdida de sustentacio´n o desplome, la cual ocurre a altos
a´ngulos de ataque.
El comportamiento fı´sico para la generacio´n de la fuerza de sustentacio´n y arrastre en
un perfil aerodina´mico es debido a la existencia de una zona de alta presio´n en la superficie
del intrado´s y una zona de baja presio´n en la superficie del extrado´s. Este desequilibrio
neto de la distribucio´n de presio´n es producido por la diferencia de velocidades del viento
relativo en el extrado´s e intradro´s del perfil aerodina´mico. El coeficiente de sustentacio´n
y arrastre matema´ticamente son representados como nu´meros adimensionales en funcio´n
del nu´mero de Reynolds y del a´ngulo de ataque.










donde L′ y D′ son las fuerzas de sustentacio´n y arrastre por unidad de envergadura res-
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pectivamente, ρ es la densidad del aire, V la velocidad de corriente libre y c la cuerda del
perfil aerodina´mico.
Caracterı´sticas de un Perfil NACA 0012
Por otro lado, el perfil NACA 0012 es uno de los ma´s antiguos y sin duda el ma´s pro-
bado de todas las superficies de sustentacio´n, y se ha estudiado en docenas de tu´neles de
viento durante un periodo de ma´s de 50 an˜os. Posee grandes aplicaciones en la aviacio´n
general, y es utilizado en los estabilizadores horizontales, jets superso´nicos, palas de he-
lico´pteros, soportes, aletas de misiles y cohetes. El perfil NACA 0012 presenta algunas
ventajas: buenas caracterı´sticas de pe´rdida, pequen˜o movimiento del centro de presiones
a lo largo del rango de gran velocidad. Sin embargo, presenta algunas desventajas: bajo
coeficiente de sustentacio´n, gran arrastre y un elevado momento de cabeceo.
El perfil aerodina´mico NACA0012 es un perfil sime´trico de 4 dı´gitos. El primer dı´gi-
to especifica la combadura con un 0% de la cuerda aerodina´mica, el segundo indica la
posicio´n donde la combadura es ma´xima con un valor de 0, y los u´ltimos dı´gitos indi-
can el espesor ma´ximo del perfil con un 12% de la cuerda aerodina´mica. La ecuacio´n de




























donde c representa la cuerda aerodina´mica, x es la posicio´n a lo largo de la cuerda aero-
dina´mica, desde 0 hasta c, y yt es la mitad del espesor en funcio´n del valor de x.
En la figura 3.2 se puede observar la gra´fica del cuadrado de la relacio´n de la veloci-
dad local (v) y la velocidad de la corriente libre (V) a lo largo de la superficie del perfil
NACA0012 en una configuracio´n de cero sustentacio´n. Con estas condiciones es posible
obtener una relacio´n ma´xima de v/V ≈ 1.188 en la regio´n acotada entre 10 − 15% de la
cuerda aerodina´mica partiendo desde el borde de ataque del perfil NACA0012.
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Figura 3.2: Gra´fica del cuadrado de la relacio´n de velocidad local con respecto a la corriente libre a lo largo
de la superficie del perfil NACA0012. Referencia:Ira. H. Abbott, Albert E. Von. Doenhoff [47]
Los coeficientes de sustentacio´n, arrastre y momento del perfil NACA0012 son mos-
trados en la figura 3.3. En la figura 3.3a se puede apreciar los coeficientes de sustentacio´n
y momento en funcio´n del a´ngulo de ataque para un perfil NACA0012 con y sin deflexio´n
de split flap a distintos nu´meros de Reynolds. Para nu´meros de Reynolds entre 3−9×106,
el perfil NACA0012 adquiere un coeficiente de sustentacio´n ma´ximo de cl,max ≈ 1.6 para
un a´ngulo de ataque de α = 16, el cua´l disminuye por efectos de rugosidad e incrementa al
deflectar los flaps. El incremento del coeficiente de arrastre cd en te´rminos del coeficiente
de sustentacio´n cl se intensifica a medida que aumenta el nu´mero de Reynolds, como se
muestra en la figura 3.3b.
La caracterizacio´n de los coeficientes de sustentacio´n y arrastre depende del compor-
tamiento de la capa lı´mite que se desarrolla sobre la superficie del perfil aerodina´mico. En
el caso de un perfil a a´ngulos de ataque moderadamente bajos, la capa lı´mite esta´ adherida
sobre todo o la mayor parte de la superficie del perfil, por lo contrario, cuando el a´ngulo de
ataque es grande, la capa lı´mite se separa debido al fuerte crecimiento que experimenta la
presio´n a partir del punto donde alcanza su valor mı´nimo, que generalmente esta´ situado
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Figura 3.3: (a)Relacio´n del coeficiente de sustentacio´n con respecto al a´ngulo de ataque. (b)Relacio´n del
coeficiente de arrastre con respecto al coeficiente de sustentacio´n. Referencia:Ira. H. Abbott, Albert E.
Von. Doenhoff [47]
en una posicio´n pro´xima a la del punto de ma´ximo espesor del perfil. Para el caso del perfil
NACA0012 manteniendo un a´ngulo de ataque de α = 10, la transicio´n a la capa de amor-
tiguamiento ocurre entre 0.01 y 0.02 para nu´meros de Reynolds de 1.44×106 y 2.88×106.
Presenta un flujo reversible (separacio´n de la capa lı´mite turbulenta) aproximadamente a
un a´ngulo de ataque de 13, muy cerca del borde de salida. Para a´ngulos de ataque α > 16,
el desprendimiento de la capa limite turbulenta ocurre en la zona cercana del borde de
ataque, e´ste es debido a que la cantidad de movimiento del flujo le impide adaptarse al
borde y se separa de la misma. Este efecto no permite desarrollar un desequilibrio neto
de la distribucio´n de presio´n sobre las superficies del extrado´s e intrado´s, produciendo un
decaimiento del coeficiente de sustentacio´n cl; este punto es llamado: entrada en pe´rdida
del perfil (Stall).
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Figura 3.4: Lı´mites del re´gimen de flujo a un nu´mero de Reynolds de 2.88 × 106 y 1.44 × 106. Referencia:
N. Gregory and C. L. O Reilly [48]
3.3.2. Teorı´a Cla´sica de Lı´nea de Sustentacio´n de Prandtl
La primera teorı´a pra´ctica para predecir las propiedades aerodina´micas de un ala finita
fue desarrollada por Ludwing Prandtl en Go¨ttingen, Alemania (1911-1918). La teorı´a de
Prandtl es fundamental para calcular de manera preliminar las caracterı´sticas de un ala
finita.
Partimos del concepto de un ala de envergadura finita en la que el flujo sobre el ala
es tridimensional como consecuencia de la existencia de las puntas, donde se presentan
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Figura 3.5: Curvatura de las lı´neas de corriente sobre la superficie superior e inferior del ala finita
cambios abruptos en los campos de velocidad y de presio´n. Podemos observar en la figura
3.5a, la vista superior del ala finita. La fuerza de sustentacio´n se debe a la existencia
de una zona de alta presio´n en la superficie inferior y una zona de baja presio´n en la
superficie superior. Este desequilibrio neto en la distribucio´n de presio´n crea la fuerza
de sustentacio´n. Sin embargo, tambie´n existe un subproducto de este desequilibrio en las
puntas del ala, el flujo se tiende a curvar alrededor, como se observa en la figura 3.5b.
El flujo crea un movimiento circulatorio que es arrastrado aguas abajo del ala, creando
una estela de vorticidad en cada punta. Estos vo´rtices de punta o vo´rtices de salida son
esencialmente torbellinos de´biles que arrastran partı´culas de aire vecinas corriente abajo,
lo cual induce una pequen˜a componente de velocidad en la direccio´n hacia abajo en el ala.
El feno´meno de induccio´n de la componente de velocidad en la direccio´n hacia abajo es
llamado Downwash, denotado por el sı´mbolo w. La combinacio´n del efecto de este flujo
con la velocidad de corriente libre V∞ producen una velocidad relativa local que tiene
componente hacia abajo en las proximidades de cada seccio´n de perfil aerodina´mico sobre
el ala.
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Figura 3.6: Esquema de los vo´rtices de salida
Para establecer una teorı´a racional de la aerodina´mica de un ala finita, Prandtl propuso
que un flujo con vorticidad, puede ser simplificado como un filamento de vorticidad, donde
el filamento induce un campo vectorial alrededor del espacio.
El fı´sico alema´n, Hermann von Helmholtz fue el primero en hacer uso del concepto de
filamento de vorticidad en un ana´lisis de un fluido no viscoso e incompresible. En el pro-
ceso, e´l establecio´ dos principios fundamentales, conocidos como teorema de vorticidad
de Helmholtz:
1.- La intensidad de un filamento de vorticidad es constante a lo largo de su longitud.
2.- Un filamento de vorticidad no puede terminar en un fluido; por lo tanto, sus fronteras
debera´n extenderse (las cuales pueden suponerse ±∞) o formar una trayectoria cerrada.
Consideramos un segmento del filamento d~l el cual puede ser identificado como una
curva arbitraria, como se muestra en la figura 3.7a. El vector radial desde d~l a un punto
P arbitrario en el espacio es ~r. La velocidad inducida d~V por el segmento d~l puede ser




d~l × (~r − ~r0)
|~r − ~r0|3
(3.76)
donde ~r0 es el vector de desplazamiento desde del marco de referencia al filamento d~l.
Prandtl propuso lo siguiente, un filamento de vorticidad de circulacio´n Γ es de alguna
manera enlazado a un localizacio´n fija del fluido (a esto se le llama vo´rtice enlazado) el
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Figura 3.7: (a) Filamento de vorticidad e ilustracio´n de la ley de Biot-Savart, (b) Remplazo del ala finita
por un vo´rtice enlazado
cual experimenta una fuerza L′ = ρ∞V∞Γ por el teorema Kutta-Joukowski. Este vo´rtice
enlazado a diferencia de un vo´rtice libre, se mueve con los mismos elementos del fluido
a lo largo del flujo. Por consiguiente, es posible suponer un ala finita de envergadura b
por un vo´rtice enlazado, el cual se extiende desde y = −b/2 hasta y = b/2, tal como se
observa en la figura 3.7b. El filamento de vorticidad es considerado como dos vo´rtices
de punta continuos desde los extremos del ala hasta el infinito, cumpliendo el teorema de
Helmholtz. El vo´rtice formado por la suma del vo´rtice enlazado y los dos vo´rtices de punta
es llamado vo´rtice de herradura.
En la figura 3.8 se puede observar un vo´rtice de herradura. Si consideramos que w, a
lo largo de la lı´nea del vo´rtice enlazado desde y = −b/2 hasta y = b/2, es inducido por
el vo´rtice de herradura respecto al marco de referencia XYZ ubicado en el centro de la
lı´nea del vo´rtice enlazado, entonces w es una componente de la velocidad en la direccio´n
Z, la cua´l puede tener un valor negativo cuando es inducido en direccio´n descendente y
es positivo cuando es inducido en direccio´n ascendente. Partiendo de la ecuacio´n de Biot-






−liˆ − (b/2 − y) jˆ
]






−liˆ + (b/2 + y) jˆ
]
‖−liˆ + (b/2 + y) jˆ‖3
(3.77)
Utilizando cambio de variable, la velocidad inducida puede escribirse como:
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~w = − Γ
4π
∫
(b/2 − y) sen(τ)dτ




(b/2 + y) sen(χ)dχ
(b/2 + y)2
(3.78)












csc2(χ)dχ. Aplicando el lı´mite de integracio´n de
0 a π/2 con respecto a θ, la solucio´n es:
~w = − Γ
4π (b/2 − y) −
Γ





(b/2)2 − y2 (3.79)
La ecuacio´n (3.79) representa la velocidad inducida por un vo´rtice de herradura. Da-
do que esta ecuacio´n no predice un resultado fı´sicamente admisible sobre un ala finita.
Prandtl propuso considerar un nu´mero infinito de vo´rtices herradura con distintas longi-
tudes de vo´rtices enlazados, cada uno con una circulacio´n extremadamente pequen˜a dΓ.
Todos los vo´rtices enlazados son consistentes a lo largo de una lı´nea simple, llamada lı´nea
de sustentacio´n. Un nu´mero infinito de pequen˜os segmentos de lı´neas de sustentacio´n dy,
donde el cambio de circulacio´n sobre un segmento dy es dΓ = (dΓ/dy) dy. Si considera-
mos en una ubicacio´n arbitraria y0 a lo largo de la lı´nea de sustentacio´n (como se observa
en la figura (3.9)), cualquier segmento de los vo´rtices de punta dx inducira´ una velocidad
en y0 con magnitud y direccio´n dada por la ecuacio´n de Biot-Savart (3.76). Por su parte, la
velocidad dw en y0 es inducida por un vo´rtice de punta semi-infinito localizado en y; dada
la ecuacio´n V = Γ
4πh
, en te´rminos de la imagen mostrada en la figura (3.9):
dw = − (dΓ/dy) dy
4π(y0 − y)
(3.80)
El signo negativo en la ecuacio´n (3.80) es necesario para la consistencia con la figura
3.9, para el vo´rtice de salida mostrado, la direccio´n de dw en y0 es ascendente y por lo tanto
presenta un valor positivo, mientras que Γ es decreciente en la direccio´n y, haciendo dΓ/dy
una cantidad negativa. El signo menos en la ecuacio´n (3.80) hace que valores positivos de
dw sean consistentes con el valor negativo de dΓ/dy.
La velocidad total w inducida en y0 por la hoja del vo´rtice de punta es la integral de la
ecuacio´n (3.80) sobre todos los filamentos de vorticidad desde −b/2 hasta b/2.
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Figura 3.8: Distribucio´n downwash a lo largo del eje Y para un vo´rtice de herradura
Figura 3.9: Sumatoria de un nu´mero infinito de vo´rtices herradura a lo largo de la lı´nea de sustentacio´n







Para una seccio´n local del perfil aerodina´mico de un ala finita, localizada en un punto
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Por la definicio´n del coeficiente de sustentacio´n y el teorema de Kutta-Joukowski,
tenemos que: L′ = 1
2
ρ∞V2∞c(y0)cl = ρ∞V∞Γ(y0). Podemos expresar el coeficiente de sus-
tentacio´n de una seccio´n local del perfil y0 como:
cl = 2π
[






donde αe f f es el a´ngulo efectivo, αL=0 es el a´ngulo de ataque de cero sustentacio´n y α es












La ecuacio´n (3.84) es el modelo fundamental de la teorı´a de lı´nea de sustentacio´n de
Prandtl. Dicho modelo indica simplemente que el a´ngulo de ataque geome´trico es igual
a la suma del a´ngulo efectivo ma´s el a´ngulo de ataque inducido. Con la ecuacio´n (3.84)
es posible determinar los modelos y calcular el valor de los coeficientes de sustentacio´n













3.3.3. Ana´lisis de Vo´rtices Laminares
Algunos autores han investigado analı´ticamente la estructura laminar del vo´rtice de
salida. Aunque en los nu´meros de Reynolds que se encuentra en las aplicaciones pra´cticas
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los vo´rtices de salida son turbulentos, muchas caracterı´sticas de un vo´rtice laminar todavı´a
esta´n presentes en un vo´rtice turbulento [23].
Batchelor [45] realizo´ un ana´lisis del flujo axial en un vo´rtice de salida laminar, par-
tiendo de la ecuacio´n de cantidad de movimiento para un flujo incompresible, axisime´trico
y estacionario. Considero´ que los gradientes axiales son de magnitud menor que los gra-






Si consideramos que (u, v,w) son las componentes de la velocidad en coordenadas
cilı´ndricas (r, θ, z), una aproximacio´n va´lida en un campo lejano corriente abajo a lo lar-
go del eje axial del vo´rtice, fue considerar que la velocidad en la componente radial es
pequen˜a con respecto a la velocidad axial del vo´rtice.
u ≪ w (3.88)
Las ecuaciones parabo´licas linealizadas se resuelven con la condicio´n de frontera don-
de la velocidad tangencial del campo lejano tiende a convertirse en un vo´rtice potencial:
rv → constante ≡ Γ0/(2π) si r → ∞, donde Γ0 es la circulacio´n del vo´rtice, y la velocidad
axial tiende a la velocidad de corriente libre W∞. Batchelor [45] encontro´ una solucio´n
similar para las componentes de la velocidad:
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donde






dx es una funcio´n integral exponencial, y L es una constante con dimen-
siones de a´rea.
Suponiendo al nu´cleo viscoso del vo´rtice, el cual esta´ rodeado por un campo irrotacio-
nal (flujo potencial), como un cuerpo solido en rotacio´n con respecto a la lı´nea central del




, r ≥ a (3.93)
Vθ = Ωr, r < a (3.94)
donde Ω es la velocidad angular del cuerpo so´lido en rotacio´n y a es el radio de la regio´n




2(a2 − r2 − 2∆H)
)1/2
, r ≤ a (3.95)
La ecuacio´n (3.95) demuestra que a medida que el vo´rtice se enrolla genera mayor
velocidad tangencial, la fuerza de presio´n produce un fuerte flujo corriente abajo en el
nu´cleo del vo´rtice, proporcionando solo una pequen˜a pe´rdida. Del mismo modo, como
la velocidad tangencial decae en el campo lejano de la corriente, las fuerzas de presio´n
actuara´n para desacelerar el flujo axial en el nu´cleo.
Moore y Saffman [46] trataron de mejorar el ana´lisis de Batchelor, estudiando la in-
fluencia de la viscosidad en el flujo axial en un vo´rtice laminar. Su solucio´n para un ala
rectangular semi-infinita da dos perfiles axiales diferentes de la lı´nea central del vo´rtice y
el borde exterior del nu´cleo viscoso, respectivamente:
























donde Rec es el nu´mero de Reynolds basado en la cuerda aerodina´mica. La ecuacio´n (3.96)
sugiere un de´ficit en la velocidad axial en la lı´nea central del vo´rtice, el cual incrementa
con Rec y con el a´ngulo de ataque. La ecuacio´n (3.97) puede conducir a un exceso o de´ficit
de velocidad axial en el borde exterior del nu´cleo viscoso.
3.3.4. Ana´lisis de Vo´rtices Turbulentos
Los u´ltimos estudios analı´ticos realizados en un vo´rtice de salida turbulento han su-
puesto una viscosidad de Eddy isotro´pica para representar el comportamiento de la turbu-
lencia. Se ha observado que este tipo de aproximacio´n fracasa gravemente para un campo
cercano al vo´rtice, esto es debido a que los esfuerzos de Reynolds medidos experimen-
talmente indican que el tensor de esfuerzos de Reynolds y la velocidad media de defor-
macio´n no esta´n alineados. Lo que indica que un me´todo de prediccio´n en funcio´n de la
viscosidad-eddy-isotro´pica no puede modelar con precisio´n la turbulencia en el vo´rtice
[23].
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MODELADO DE LA TURBULENCIA
4.1. Introduccio´n
Boussinesq [35] sugirio´, que los esfuerzos cortantes turbulentos aparentes podrı´an es-
tar relacionados con el rango de la deformacio´n media a trave´s de un escalar turbulento
aparente o la viscosidad de eddy. Para el tensor general de esfuerzos de Reynolds, la























y el rango del tensor de esfuerzos medio S i j esta´ dado por:











Por facilidad se utiliza la convencio´n de omitir las barras sobre las variables promedia-
das en el tiempo.
Por analogı´a con la teorı´a cine´tica, por el cual la viscosidad molecular para gases pue-
de ser evaluada con precisio´n razonable, podrı´amos esperar que la viscosidad turbulenta
puede ser modelada como:
µT = ρvT l (4.3)
donde νT y l son escalas de velocidad y longitud caracterı´sticas de la turbulencia, respecti-
vamente. El problema, por supuesto, es encontrar los medios adecuados para la evaluacio´n
de la νT y la l. Los modelos de turbulencia para cerrar las ecuaciones de Reynolds pue-
den ser divididas en dos categorı´as, de acuerdo con o no con la hipo´tesis de Boussinesq.
Los modelos que emplean la hipo´tesis de Boussinesq, son conocidos como categorı´a I,
o modelos de viscosidad turbulenta. Estos son conocidos como modelos de primer orden.
Muchos de los modelos empleados en los ca´lculos ingenieriles son de este tipo. La eviden-
cia experimental indica que la hipo´tesis de la viscosidad turbulenta es va´lida en muchas de
las circunstancias del flujo. Existen excepciones, sin embargo, no hay requerimientos fı´si-
cos que las mantengan. Los modelos que afectan el cierre de las ecuaciones de Reynolds
sin esta hipo´tesis (Boussinesq) se conocen como modelos de la categorı´a II e incluyen
los conocidos como esfuerzos de Reynolds o modelos de ecuacio´n-esfuerzo. Los modelos
de ecuacio´n-esfuerzo (stress-equation model) son tambie´n conocidos como modelos de
segundo orden o modelos de segundo momento de cierre.
La otra nomenclatura comu´n de modelos es de acuerdo al nu´mero de ecuaciones di-
CAP´
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ferenciales parciales suplementarias que deben ser resueltas de acuerdo con el fin de su-
ministrar los para´metros de modelado. De acuerdo a Donaldson y Rosenbaum [36], este
nu´mero va de cero para los modelos algebraicos ma´s simples hasta 12 para los modelos
de esfuerzo de Reynolds ma´s complejos.
Los modelos de categorı´a III deben ser definidos como aquellos que no son basados
completamente en las ecuaciones de Reynolds. Las simulaciones de remolinos de mayor
escala (Large-Eddy Simulation LES) caen en esta categorı´a, debido a que son un conjun-
to filtrado de ecuaciones de conservacio´n que son resueltas en vez de las ecuaciones de
Reynolds.
Cuando volvemos a los ejemplos de modelos de turbulencia especı´ficas, sera´ u´til tener
en mente un conjunto de ecuaciones de conservacio´n del ejemplo que el modelado de
turbulencia necesita. Las ecuaciones de la capa delgada de cortantes (thin-shear-layer),
sirven razonablemente bien para este propo´sito. En las ecuaciones de la capa delgada de
cortantes incompresible axisime´trica 2-D, la tarea de modelado reduce a las expresiones
encontradas para −ρv′u′ y ρcpv′T ′.
4.2. Modelos de turbulencia de una ecuacio´n
Un defecto evidente de los modelos de viscosidad algebraicos que normalmente evalu´an
vT , en la expresio´n µT = ρvT l como vT = l |∂u/∂y|, es que µT = kT = 0 siempre que
∂u/∂y = 0. Esto sugiere que µT y kT debera´n de ser cero en la lı´nea central de una tuberı´a,
en regiones cerca de la mezcla de un chorro de pared con una corriente principal o en el
flujo a trave´s de un anillo o entre paredes paralelas donde una pared es calentada y la otra
enfriada. Mediciones (y el sentido comu´n) indican que µT y kT no son cero bajo todas las
condiciones siempre que ∂u/∂y = 0. Los modelos de mezcla de longitud pueden ser repa-
rados para superar esta deficiencia, pero este defecto conceptual provee motivacio´n para
considerar otras interpretaciones para µT y kT . Para ser justos con los modelos algebrai-
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cos, debemos mencionar que estos defectos no siempre son cruciales porque las esfuerzos
de Reynolds y flujos de calor son frecuentemente pequen˜os cuando ∂u/∂y = 0. Malik y
Pletcher [37] ilustran este punto con algunos ejemplos.
Una sugerencia de Prandtl y Kolmogoroy en los an˜os de 1940 fue considerar a vT y











y µT ya no es igual a cero cuando ∂u/∂y = 0. La energı´a cine´tica de la turbulencia es una
cantidad medible y es fa´cilmente interpretada fı´sicamente. Como es natural, nos pregun-
taremos como predecir k.
Una ecuacio´n diferencial en derivadas parciales se puede desarrollar para k a partir de


























































donde Prk es un nu´mero de Prandtl turbulento para energı´a cine´tica turbulenta y como tal,
es puramente una constante de cierre. Usando la hipo´tesis de viscosidad de remolino de
Boussinesq, el segundo te´rmino del lado derecho se convierte en:


















El u´ltimo te´rmino del lado derecho de la ecuacio´n (4.5) es la tasa de disipacio´n de la
energı´a cine´tica turbulenta por unidad de volumen, ρǫ. Basada en argumentos dimensio-
nales, la tasa de disipacio´n de la energı´a turbulenta esta´ dada por ǫ = CDk
3/2
/l. Por lo que



















La interpretacio´n fı´sica de varios te´rminos esta´ indicada por la ecuacio´n (4.8). Esta
ecuacio´n de modelado de transporte es despue´s an˜adida al sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales que hay que resolver para el problema en cuestio´n. Note que el para´me-
tro de longitud, l, necesita ser especificado algebraicamente. En lo anterior, Prk = 1.0 y
CD ≈ 0.164 si l es tomada como la longitud ordinaria de mezclado.
El modelado anterior para la ecuacio´n de transporte de k so´lo es va´lida en el re´gimen
completamente turbulento, es decir, lejos de cualquier efecto de pared de amortiguacio´n.
Para flujos tı´picos de pared, es decir, para y+ mayores que 30, aproximadamente. Condi-
ciones de contorno internas para las ecuaciones de k se suministran a menudo a trave´s del
uso de funciones de pared [38].
Las funciones de pared esta´n basadas en la aceptacio´n de la ley de la pared como el
enlace entre la velocidad cercana a la pared y el esfuerzo cortante de pared. La porcio´n
logarı´tmica de la ley de la pared sigue exactamente la hipo´tesis de mezcla de longitud de
Prandtl y es confirmada por experimentos bajo una amplia gama de condiciones. En la ley
de la regio´n de pared, los experimentos tambie´n indican que la conveccio´n y difusio´n de k
son despreciables (insignificantes). Ası´ la generacio´n y disipacio´n de k esta´n en balance, y
se puede demostrar que si tomamosCk = (CD)
3/2 en la ecuacio´n de la viscosidad turbulenta
(4.4), el modelo de energı´a cine´tica turbulenta para la viscosidad turbulenta se reduce a la
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formulacio´n de mezcla de longitud de Prandtl, misma que establece que:
µT = ρl
2|∂u/∂y| (4.9)
En la ubicacio´n donde la difusio´n y la conveccio´n fueron primeramente despreciables,
podemos establecer una condicio´n de capa interior para k en un flujo 2-D como:





donde y0 es un punto en la regio´n donde la ley logarı´tmica de la pared se espera sea va´lida.
Otros modelos de una sola ecuacio´n que se desvı´an un poco del patro´n de Prandtl-
Kolmogorov han sido sugeridos. Uno de los ma´s exitosos de estos es el sugerido por
Bradshaw et al. [39]. La ecuacio´n de energı´a turbulenta se utiliza en el modelo de Brads-
haw, pero el modelado es diferente en ambas, la ecuacio´n de momentum, donde el esfuerzo
cortante turbulento se supone como proporcional a k, y en la ecuacio´n de energı´a turbu-
lenta. Los detalles no sera´n dados aquı´, pero una caracterı´stica interesante del me´todo de
Bradshaw es que, como consecuencia de la forma de modelado usado para los te´rminos
de transporte turbulento, el sistema de ecuaciones se hace hiperbo´lico y puede ser resuelto
por un proceso similar al del me´todo caracterı´stico. El me´todo de Bradshaw ha gozado de
buen e´xito en la prediccio´n de capas lı´mite de pared. Aun ası´, las predicciones no han sido
notablemente superiores a los de los modelos algebraicos, los modelos de media ecuacio´n
(one-half equation models) u otros modelos de una ecuacio´n (one-equation models).
No todos los modelos de una ecuacio´n han sido basados en la ecuacio´n de energı´a
cine´tica turbulenta. Nee y Kovaszanay [40] y, ma´s recientemente, Baldwin y Barth [41]
y Spalart y Allmaras [42] han ideado ecuaciones de modelo para el transporte de la vis-
cosidad turbulenta o un para´metro proporcional a la viscosidad turbulenta. Para ilustrar el
enfoque, el modelo de Spalart y Allmaras se describe a continuacio´n.
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La viscosidad cinema´tica turbulenta de Spalart y Allmaras esta´ dada por:
νT = ν˜ fν1 (4.11)





























donde los coeficientes y funciones de cierre esta´n dados por











fν2 = 1 −
χ
































y d es la distancia a la superficie ma´s cercana. Las correcciones para transicio´n pueden ser
encontradas en el trabajo de Spalart y Allmaras [42]. Una comparacio´n del rendimiento de
los modelos de Baldwin-Barth y Spalart Allmaras ha sido reportado por Mani et al. [43].
Rubesin [44] ha ampliado el modelo de una ecuacio´n a flujo compresible y esto parece
proporcionar una clara mejora respecto a los modelos algebraicos. Los modelos recientes
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de una ecuacio´n de (Baldwin-Barth y Spalart-Allmaras) han mostrado una mejor concor-
dancia, con los datos experimentales para algunos flujos con separacio´n, respecto a los
resultados obtenidos con modelos algebraicos. En general, sin embargo, el rendimiento de
la mayorı´a de los modelos de una ecuacio´n (para ambos flujos incompresible y compre-
sible) han sido decepcionantes, ya que en relativamente pocos casos se ha observado que
estos modelos ofrecen una mejora sobre las predicciones de los modelos algebraicos.
4.3. Modelado con Dina´mica de Fluidos Computacional
4.3.1. Me´todo de los Volu´menes Finitos
El uso de los me´todos nume´ricos para la solucio´n de problemas de hidrodina´mica y
aerodina´mica ha cobrado intere´s en an˜os recientes; ha dejado de ser una herramienta en el
a´rea de la investigacio´n y la academia para volverse una parte fundamental para el desarro-
llo de aplicaciones tecnolo´gicas que demandan el conocimiento detallado de los procesos
de transporte en los flujos. La mejora continua en la capacidad de los sistemas de co´mputo
vuelve cada dı´a ma´s accesible el uso de la dina´mica de fluidos computacional (CFD) a
especialistas de una amplia variedad de industrias que sin duda deben conocer, en la me-
dida de lo posible, el sustento teo´rico de estas herramientas. La parte fundamental de la
simulacio´n computacional esta´ ligada a la solucio´n de las ecuaciones fundamentales de la
dina´mica de fluidos, mismos que matema´ticamente corresponden a sistemas de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales no lineales acopladas, por lo que el proceso necesario
para la obtencio´n de soluciones esta´ muy lejos de ser algo trivial.
Ciertamente, los co´digos de CFD que existen disponibles en la actualidad tienen la
ventaja, en la mayorı´a de los casos, de contar con una interfaz gra´fica co´moda para el
usuario, adema´s, ofrecen una amplia variedad de modelos y condiciones de frontera pa-
ra la simulacio´n de procesos termofluidodina´micos. Sin embargo, la parte fundamental
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que se deja como responsabilidad al especialista sigue siendo el problema de definir las
condiciones y los modelos matema´ticos que consideren los efectos fı´sicos que realmente
gobiernan el desarrollo del feno´meno que se esta´ estudiando. El uso o´ptimo de la dina´mi-
ca de fluidos computacional no esta´ basado en resolver necesariamente las ecuaciones de
Navier-Stokes en tres dimensiones en estado transitorio con modelos turbulentos comple-
jos y con la consideracio´n de que las propiedades termofı´sicas son variables. En realidad
considerarlo ası´ puede ser demasiado complicado de resolver, incluso para un equipo de
co´mputo robusto, con el riesgo de encontrar soluciones erro´neas o no encontrarlas. Como
podrı´a esperarse, la mejor estrategia esta´ basada en un ana´lisis previo que considere los
fundamentos de la meca´nica de fluidos, mismo que sirve para sensibilizar al analista en
los detalles del flujo, identificando ası´ aspectos relevantes y particulares del estudio que se
desarrolla.
El me´todo de los volu´menes finitos representa el fundamento teo´rico del me´todo nume´ri-
co ma´s ampliamente empleado en los ana´lisis que involucran a la meca´nica de fluidos y
los feno´menos de transporte de calor y masa, adema´s de la combustio´n. A trave´s del co-
nocimiento del me´todo nume´rico es posible entender y dimensionar las bondades de los
modelos tridimensionales que es posible trabajar en co´digos comerciales robustos como el
ANSYS-FLUENT, CFX, CD-ADAPCO, PHOENICS y el co´digo libre OpenFOAM [53].
El estudio de los procesos termofluidodina´micos a trave´s de la Dina´mica de Flui-
dos Computacional CFD consiste en la solucio´n mediante computadoras de modelos ma-
tema´ticos complejos para la conservacio´n de masa, la conservacio´n de la cantidad de mo-
vimiento en las tres direcciones, la conservacio´n de la energı´a, modelos de turbulencia,
y en su caso modelos para combustio´n. Esto resulta en un grupo acoplado de ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales no lineales que so´lo es posible resolver mediante
co´mputo robusto.
El ana´lisis en CFD requiere dibujar en una computadora la regio´n que se quiere es-
tudiar, despue´s, esta regio´n se divide en pequen˜os volu´menes en los que se aplican las
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ecuaciones de conservacio´n de manera local. Entonces en cada uno de estos volu´menes se
tienen al menos 6 ecuaciones, mismas que se deben resolver de manera simulta´nea para
todos los volu´menes que se tengan en la regio´n de estudio. Cuando se generan los volu´me-
nes de control se identifican nodos que son puntos ubicados generalmente en el centro
de cada uno de los volu´menes. A distancia, los volu´menes de control parecen definir una
malla dentro de la zona de estudio; una malla tı´pica en tres dimensiones suele tener ma´s
de 1,000,000 de volu´menes, por lo que la computadora tendra´ que resolver aproximada-
mente 6,000,000 de ecuaciones simulta´neas. En el caso de problemas transitorios por cada
instante de tiempo hay que resolver la totalidad de ecuaciones. Un feno´meno transitorio
no muy complicado se puede simular con algunos miles de instantes de tiempo. Entonces,
el asunto de la simulacio´n computacional ya no es algo simple.
Por las razones expuestas, las simulaciones computacionales esta´n limitadas a estu-
dios de regiones relativamente pequen˜as y sera´ necesario elegir con cuidado las zonas de
intere´s. La informacio´n obtenida con el estudio de CFD es muy precisa cuando se eligen
adecuadamente los modelos que la computadora ha de resolver. Por medio de simulacio´n
computacional se obtiene informacio´n muy detallada de los feno´menos, lo que permite
tomar decisiones y mejorar disen˜os y procesos. Para hacer posible la simulacio´n compu-
tacional la cantidad de volu´menes y pasos de tiempo involucrados no deben sobrepasar
la capacidad de ca´lculo de las computadoras empleadas, y adicionalmente el proceso de
simulacio´n no debe ser demasiado lento para que sea pra´ctico. Existe entonces la necesi-
dad de simplificar en la medida de lo posible el proceso a estudiar, sin embargo, esto debe
hacerse con cuidado para no simplificarlo en exceso de modo que se pierda informacio´n
importante.
En nuestro caso de intere´s, la simulacio´n computacional con CFD se realiza aplicando
consideraciones que simplifican el estudio. Se pretende conocer las particularidades feno-
menolo´gicas para continuar el avance hacia la construccio´n de modelos ma´s complejos que
este´n suficientemente sustentados con respaldo de resultados documentados formalmente
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disponibles en la literatura especializada.




5.1. Planteamiento del problema
Para iniciar con la descripcio´n del feno´meno a analizar, resultara´ necesario establecer
con detalle las caracterı´sticas del problema a abordar, con el objetivo de dejar en claro las
suposiciones y condiciones con las que se desarrolla el feno´meno del vo´rtice. Entonces, es
posible reducir adecuadamente las ecuaciones fundamentales y establecer las condiciones
de frontera que definen a nuestro problema.
Con el objetivo de poder cuantificar la disipacio´n de los vo´rtices de salida secunda-
rios, a medida que cambia la forma geome´trica de la punta del ala rectangular con perfil
sime´trico, se propusieron dos geometrı´as distintas, variando la forma de la punta del ala
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Figura 5.1:Distincio´n en la punta de un ala rectangular NACA0012. (a) Punta rectangular, (b) Punta circular
(rectangular y circular), como se ilustra en la figura 5.1.
Las dimensiones de las alas en estudio son mostradas en la figura 5.2, donde las alas
son de seccio´n sime´trica con perfil aerodina´mico NACA 0012 y cuentan con una cuerda
de c = 1.2192 m y una envergadura de b = 0.9144 m.
5.1.1. Modelo Fı´sico de Intere´s
Basa´ndonos en los estudios computacionales realizados por Matthew J. el al. [17] en-
focados en calcular el flujo del vo´rtice de salida en la punta del ala aerodina´mica previa-
mente medidos experimentalmente por Chow et al. [22], el dominio computacional debe
reproducir a la del experimento tan estrechamente como sea posible. La geometrı´a general
utilizada en esta tesis se muestra en la figura 5.3, misma que consiste en un prisma rec-
tangular que representa el campo de flujo que ocupa el volumen interno de la seccio´n de
pruebas del tu´nel de viento.
El marco de referencia consiste en un sistema de coordenadas cartesianas, respecto al
borde de salida de la semi-ala. La semi-ala esta´ acoplada en una de las paredes verticales
del volumen de control, manteniendo α = 10 como a´ngulo de ataque. La seccio´n del
dominio computacional se extiende 2.5 c adelante y 3 c detra´s del borde de salida de
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Figura 5.2: Dimensiones del ala aerodina´mica, donde c=1.2192m y b=0.9144m
la semi-ala, pero estas dimensiones no se ajustan a la longitud de la seccio´n de prueba
real reportado por Matthew J. el al. [17]. La inclinacio´n en la direccio´n de la corriente
libre del dominio computacional es mayor que el de Chow et al. [22], las cuales fueron
realizadas para asegurar que la solucio´n computacional es libre de efectos de frontera y la
comparacio´n con el experimento puede ser posible.
5.1.2. Condiciones de Frontera
Los valores especificados en la simulacio´n en ANSYS FLUENT, fueron realizadas
con un nu´mero de Reynolds, velocidad relativa, densidad y viscosidad dina´mica a Re =
4.6 × 106, 47.8 m/s, 1.32 kg/m3 y 1.6750185 × 10−5 Pa · s, respectivamente. Las condi-
ciones de frontera de flujo de entrada se establecen de acuerdo a los valores especificados
por Matthew J. el al. [17], en el cual especı´fica, el nu´mero de Mach, la presio´n esta´tica, y
la temperatura ajustados a 0.14027, 109694.21 Pa, y 289.473 K inicialmente, y se man-
tienen constantes. Esto permite que las condiciones de referencia computacional sean las
mismas que los resultados experimentales realizados por Chow et al. [22] cuando se logra
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Figura 5.3: Vista general del dominio geome´trico utilizado en el co´mputo. Nota: C.D. (Condicio´n de no
deslizamiento)
la convergencia.
Los lı´mites exteriores se encuentran en las paredes del tu´nel de viento y la superficie
del ala, y son especificados como paredes viscosas en el que se cumplen las condiciones
de no deslizamiento ( ~U = 0).
En este caso, es conveniente especificar los valores uniformes de la cantidad de la
turbulencia en la entrada. Se estimo´ la viscosidad turbulenta modificada, la intensidad de
turbulencia I y la escala de longitud turbulenta ν˜, para los modelos de turbulencia: Spalart-
Allmaras y Shear Stress Transport.







donde I es la intensidad de turbulencia, definida como la relacio´n de la raı´z cuadra´tica
media de las fluctuaciones, u′, y la velocidad media, uavg:







donde ReL es el Nu´mero de Reynolds relativo al dia´metro hidra´ulico. Una intensidad de la
turbulencia de 1% o menos se considera en general una baja intensidad y turbulencia su-
periores al 10% se considera alto. En este caso, la intensidad de turbulencia debe cumplir
con las caracterı´sticas del tu´nel a simular.
La escala de longitud de turbulencia, es una cantidad fı´sica relacionada con el taman˜o
de los remolinos grandes que contienen la energı´a en flujos turbulentos. La escala de lon-
gitud de turbulencia esta´ restringida por el taman˜o del tu´nel de viento a simular, ya que
los remolinos turbulentos no pueden ser ma´s grandes que el tu´nel de viento. La siguiente
ecuacio´n relaciona la escala de longitud de turbulencia y la dimensio´n relativa del tu´nel de
viento:
ℓ = 0.07L (5.3)
donde L es el dia´metro hidra´ulico del tu´nel de viento.
5.2. Discretizacio´n del Dominio Geome´trico
Una vez que se tiene la geometrı´a del dominio hay que realizar la discretizacio´n de e´ste.
Para ello hay que tomar en cuenta otras consideraciones. Esta parte del proceso es esencial
ya que los resultados que se obtengan pudieran ser ma´s sensibles a las caracterı´sticas de la
malla (discretizacio´n del dominio) que al modelo de turbulencia utilizado.
Para resolver las ecuaciones de gobierno discretizadas es necesario que los ca´lculos se
realicen sobre una coleccio´n de puntos discretos o nodos. La determinacio´n de una malla
apropiada para resolver el flujo alrededor o a trave´s de alguna forma geome´trica es un
problema serio, uno que bajo ninguna circunstancia es trivial. El problema de generacio´n
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de malla es una consideracio´n muy importante en la dina´mica de fluidos computacional
ya que el tipo de malla que se elija para un cierto problema definira´ la solucio´n nume´rica.
Despue´s de experimentar con diferentes topologı´as de discretizacio´n del dominio, las
mallas para los dos dominios geome´tricos computacionales se construyeron a partir de
elementos con formas de hexaedros, los cuales se adaptan bien a las formas ortogonal y
circular del dominio geome´trico. La discretizacio´n del dominio geome´trico en el extremo
del ala para el caso del ala con punta circular se ilustra en la figura 5.4. La malla adopta una
funcio´n de taman˜o apropiado con una cantidad neta de 16,332,327 elementos, distribuida
en su interior con 105 planos paralelos y transversales al eje Z, 128 planos paralelos y
transversales al eje Y, con 50 planos paralelos y transversales al eje X corriente arriba desde
el borde de ataque del ala, y 150 planos paralelos y transversales al eje X corriente abajo
desde el borde de salida del ala. En la zona cercana al perfil aerodina´mico se construyo´ a
partir de elementos hexae´dricos, conteniendo 305 puntos de divisio´n de elementos sobre la
superficie del extrado´s y 305 puntos sobre la superficie del intrado´s. Con el fin de agrupar
una mayor cantidad de elementos en la regio´n cercana al borde de salida y el borde de
ataque del perfil aerodina´mico, se agrupo´ una divisio´n de 200 elementos sobre la lı´nea del
extrado´s e intrado´s del perfil aerodina´mico para x/c ∈ [−1,−0.75] y una divisio´n de 200
elementos para x/c ∈ [−0.25, 0], con un factor de Bias de 20 en direccio´n a LE y TE.
La lı´nea de curvatura de la punta a lo largo de la cuerda de cada una de las alas
esta´ dividido a partir de 80 elementos (como puede observarse en la figura 5.5). Las
dos mallas exponen un y+ ∼ 20.6 sobre la superficie del perfil aerodina´mico, donde
y+ = d (τw/ρw)
1/2 /νw, d es la distancia normal a la superficie, ρw es la densidad, τw es
el esfuerzo cortante, y el subı´ndice w se refiere al valor en la superficie.
Como es posible observar en la figura 5.6, para el estudio de la aerodina´mica del vo´rti-
ce de salida, es necesario incrementar la densidad de nodos en la regio´n cercana a la punta
del ala, mismo que se construyo´ a partir de elementos con forma de hexaedros, contenien-
do 250 × 75 × 75 puntos de divisio´n de elementos sobre las aristas de la geometrı´a.
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Figura 5.4: Vista general del dominio discretizado a trave´s de la seccio´n del perfil
Figura 5.5: Vista general del dominio discretizado en el extremo del ala con punta circular
El para´metro para estimar la calidad del dominio de discretizado parte del concepto de
oblicuidad (Skewness por su nombre en ingle´s). La oblicuidad se mide de 0 a 1, siendo
0 un elemento equila´tero y 1 un elemento completamente torcido. Los elementos confia-
bles para el ca´lculo van de 0 a 0.9, arriba de este u´ltimo valor, las mediciones locales de
las propiedades escalares pueden diferir de la realidad. La ecuacio´n para el ca´lculo de la
calidad oblicuidad, es la siguiente:
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donde Toe es el taman˜o o´ptimo del elemento y Tr es el taman˜o real del elemento evaluado.
La medida de oblicuidad de los dos dominios discretizados se muestra en la tabla 5.1:
Geometrı´a Tipo de Elemento (con skewness) Cantidad
Circular Hexae´dricos > 0.9 490
Rectangular 0.88 < Hexae´dricos < 0.9 590
Tabla 5.1:Medida de oblicuidad de los elementos del dominio geome´trico
En el caso del dominio discretizado de la geometrı´a del ala con extremo circular se
mejoro´ hasta obtener un valor skewness promedio de 0.14, y para el caso con geometrı´a
rectangular, su valor skewness promedio es de 0.12 , los cuales son considerados aconse-
jables para obtener excelentes resultados en las simulaciones.




En este capı´tulo se discuten los resultados nume´ricos de la aerodina´mica del vo´rtice
de salida para diferentes excentricidades en la redondez del espesor de la punta de un ala
recta.
Se empleo´ la herramienta ANSYS FLUENT para la solucio´n de las ecuaciones pro-
mediadas de Reynolds para el flujo turbulento y se empleo´ los modelos de turbulencia
Spalart-Allmaras y SST. Se estudian dos casos importantes, el proceso de formacio´n del
vo´rtice de salida en la regio´n cercana a la superficie de la punta del ala (x/c < 0) y la
evolucio´n del enrrollamiento del vo´rtice de salida corriente abajo desde el borde de salida
(x/c > 0), para condiciones de velocidad correspondiente a 47.8 m/s, considerando pro-
piedades termofı´sicas del aire a presio´n y temperatura constantes y condiciones normales.
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En las circunstancias antes mencionadas, el nu´mero de Reynolds es Re = 4.6 × 106,
donde Re esta´ basado en la cuerda geome´trica c = 1.2192 m. El ana´lisis se llevo´ a cabo
para un a´ngulo de ataque α = 10. Se analizan de forma particular la velocidad axial, la
componente axial de la vorticidad, la distribucio´n de la presio´n esta´tica para los diferentes
tipos de alas. Posteriormente, se presentan los resultados de los esfuerzos de Reynolds, la




U como el vector de la velocidad resultante, donde u, v y w son las compo-
nentes de la velocidad resultante en las direcciones iˆ, jˆ y kˆ.
La vorticidad −→ω es el campo vectorial definido como el rotacional del campo de velo-
cidades:











































6.1. Precisio´n de los modelos de turbulencia
Para este estudio se reviso´ la veracidad de los modelos de turbulencia Spalart-Allmaras
(SA) y SST (Shear Stress Transport) utilizando dos distintos esquemas: Quick y Upwind
de segundo orden. Se caracterizo´ el decaimiento del coeficiente de presio´n esta´tica en el
nu´cleo del vo´rtice de salida a lo largo de la trayectoria axial del vo´rtice. Estos resultados
fueron comparados con estudios experimentales [22] y nume´ricos [17] realizados para un
ala rectangular de extremo circular, con el objetivo de cuantificar el error obtenido por el
uso de ambos modelos y esquemas.
La solucio´n del desarrollo de la capa lı´mite sobre la superficie del ala es importante
dado que produce la vorticidad necesaria para la formacio´n y el crecimiento del vo´rtice
de salida en el extremo del ala. Este crecimiento produce un incremento en la velocidad
transversal del flujo, desarrollando un decaimiento en la presio´n esta´tica en el centro del
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Figura 6.1: Perfiles del coeficiente de presio´n (Cp) de diferentes modelos de turbulencia y datos experimen-
tales [22], sobre la superficie del ala en z = 0.889b.
vo´rtice, y esto a su vez hace que la velocidad axial en el centro del vo´rtice se intensifique.
Los perfiles del coeficiente de presio´n esta´tica CP sobre la superficie del ala y corriente
abajo son mostrados en las figuras 6.1 y 6.2; donde Cp =
(




subı´ndice re f se refiere a las condiciones en el lugar de referencia experimental en x =
−1.1344c, y = 0.3423c, y z = 1.0492b.
En la figura 6.1 se observa la comparacio´n del decaimiento del coeficiente de presio´n
esta´tica de los modelos de turbulencia SA y SST con respecto a los resultados experi-
mentales publicados. Los resultados obtenidos para los cuatro casos distintos muestran un
error menor al 5% en el extrado´s del ala. Sin embargo, en la superficie del intrado´s el error
es relativo, dentro del dominio acotado por x/c = 0 (borde de salida) y x/c = −0.4, los
dos modelos de turbulencia no presentan una solucio´n aceptable con un error relativo de
aproximadamente un 20-30%, para x/c = −0.4; a x/c = −0.6 ambos modelos muestran
resultados aceptables, dentro de un 5%. En los modelos SST y SA en el dominio acotado
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Figura 6.2: Perfiles del coeficiente de presio´n (Cp) sobre la superficie del ala en z=0.889b. (a) Comparativa
de los datos experimentales [22] y los modelos de turbulencia Spallart-Allmaras y SST. (b) Comparativa de
los datos experimentales [22] y resultados publicados por Matthew J. el al. [17]. Donde SST 2do son los
resultados obtenidos en esta investigacio´n.
entre x/c=-0.6 y x/c=-1 (Borde de ataque), el error se incrementa hasta un ∼ 30%.
En la figura 6.2 se muestran dos gra´ficas del decaimiento del coeficiente de presio´n
esta´tica en el nu´cleo del vo´rtice en funcio´n de la direccio´n axial. En la figura 6.2a se ilus-
tra la comparacio´n entre cuatro casos distintos: El modelo de turbulencia SA con esquema
nume´rico de Upwind de segundo orden, SA - QUICK, SST - 2do. Orden Upwind, y SST
- QUICK. Los cuatro casos predicen un decaimiento del coeficiente de presio´n esta´tica
dentro del dominio −0.5 < x/c < 0, similar a los publicados en los resultados experimen-
tales. Corriente abajo, la precisio´n calculada por los diversos casos difieren una de otra.
Los resultados obtenidos mediante el modelo de turbulencia Spalart - Allmaras y los dos
distintos esquemas: QUICK y 2do. Orden Upwind no presentan diferencias entre ellas,
ambos casos predicen una disminucio´n del coeficiente de presio´n esta´tica a un mı´nimo de
CP ≈ −2.5 en x/c = 0. Posteriormente CP aumenta ra´pidamente, y ma´s alla´ de x/c = 0 el
CP se aproxima asinto´ticamente a CP = 0.
Utilizar un modelo de turbulencia de dos ecuaciones, exhibe menor presio´n mı´nima
que los modelos de turbulencia de una sola ecuacio´n. En caso del modelo de turbulencia
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SST, utilizando el esquema nume´rico QUICK presenta la misma tendencia que los dema´s
modelos, mostrando un decaimiento hasta CP ≈ −2.75, e incrementa ra´pidamente. El
modelo SST - 2do. Upwind presenta un coeficiente de presio´n esta´tica mı´nimo de CP ≈
−2.9 en x/c = 0 y posteriormente se intensifica.
En la figura 6.2b se muestran los resultados comparativos de varias investigaciones y la
simulacio´n realizada con el modelo de turbulencia SST y el esquema nume´rico Upwind de
Segundo Orden. Matthew J. el al. [17] argumenta que el SA-RC predice una disminucio´n
de la presio´n esta´tica a un mı´nimo de CP = −3.3, que es un 9.4% ma´s alto que el valor
experimental. Despue´s, el CP es casi constante en el dominio comprendido entre 0.2 <
x/c < 2.7, so´lo con un pequen˜o aumento de 0.3 unidades. Aunque la presio´n del nu´cleo
en el caso experimental parece estabilizarse alrededor de un valor inferior de CP < −3.6,
el comportamiento del modelo SA-RC es similar al del experimento en el campo cercano.
Los resultados de Dacles-Mariani et al. [18] sobre la presio´n esta´tica son muy similares
a los resultados experimentales. Ellos utilizan un modelo de turbulencia SA-RC con una
correccio´n de rotacio´n simple, imponiendo los datos experimentales como su condicio´n
frontera de salida.
Una posible explicacio´n sobre la solucio´n imprecisa del coeficiente de la presio´n esta´ti-
ca en el nu´cleo del vo´rtice es la siguiente: tı´picamente, un modelo de turbulencia de una
ecuacio´n es una representacio´n altamente inexacta de los esfuerzos de Reynolds normales
(u′2, v′2,w′2). Estos te´rminos regularmente son negativos (no fı´sicamente), ya que deben
resumirse a cero en flujos incompresibles. En un modelo de turbulencia de dos ecuacio-
nes, el te´rmino 2k/3 es considerado a cada uno de los esfuerzos normales. El efecto de
la ecuacio´n de momentum es que la presio´n se reduce por 2k/3 y la velocidad no se ve
afectada en absoluto. Por lo tanto, para los modelos de turbulencia de una ecuacio´n, se
espera que la presio´n sea demasiada alta en algunas regiones a pesar que la velocidad sea
exacta [52]. Como se menciono´ anteriormente, los resultados experimentales indican que
las mediciones del tensor de esfuerzos de Reynolds no es directamente proporcional al
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rango de la velocidad media de deformacio´n. Este importante descubrimiento implica que
una aproximacio´n de la viscosidad turbulenta (constante o isotro´pica), es probable que no
presente con e´xito la solucio´n del flujo del vo´rtice de salida.
6.2. Resultados Wingtip Circular
6.2.1. Velocidad del flujo transversal
A continuacio´n se analiza a la evolucio´n del vo´rtice de salida desarrollado en el ex-
tremo del ala de punta circular. La velocidad del flujo transversal, Uy,z, se define como el
vector resultante de las componentes v y w del vector de velocidad:
√
v2 + w2. La figura
6.3 muestra los contornos de la velocidad del flujo transversal normalizada con la veloci-
dad de la corriente libre Uy,z/U∞ para distintos planos:(a) x/c = −5/10, (b)x/c = −4/10,
(c) x/c = −3/10, (d) x/c = −2/10, (e) x/c = −1/10 y (f) x/c = 0.
En la regio´n implı´cita entre el dominio: −1 < x/c < −5/10 (regio´n acotada entre el
LE y el 50% de la cuerda aerodina´mica), el vo´rtice de salida no es evidente, debido a que
el gradiente de presio´n adverso no es lo suficientemente intenso y el radio de curvatura
en el extremo del ala no es lo suficientemente pequen˜o para inducir la separacio´n del
flujo trasversal sobre la superficie del ala. Cuando el viento relativo proveniente desde el
borde de ataque atraviesa por los planos x/c = −5/10 y x/c = −4/10, el flujo transversal
se desprende de la superficie de succio´n induciendo el desarrollo de la etapa inicial del
vo´rtice de salida. A partir de x/c = −3/10, el flujo proveniente de la superficie de presio´n
(intrado´s), con velocidad Uy,z/U∞ ≈ 1.043 comienza a enrollarse, generando una zona de
baja velocidad.
A medida que el flujo se desplaza corriente abajo a lo largo de la cuerda geome´trica,
la zona de alta velocidad comienza a intensificarse (tanto en a´rea como magnitud) desde
la superficie de presio´n hasta la superficie de succio´n (esto se puede ver ma´s claramente
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Figura 6.3: Contorno de la componente de la velocidad transversal normalizada con respecto a la velocidad
de la corriente libre Uyz/U∞, para los planos (a) x/c = −5/10, (b) x/c = −4/10, (c) x/c = −3/10, (d)
x/c = −2/10, (e) x/c = −1/10, (f) x/c = 0.
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en la figura 6.3c). La velocidad transversal del vo´rtice de salida incrementa ra´pidamente,
alcanzando una velocidad transversal ma´xima de Uy,z/U∞ ≈ 1.2 en el plano x/c = −2/10
(ver figura 6.3e). Posteriormente, la velocidad transversal decae lentamente a un nivel de
Uy,z/U∞ ≈ 1.043 en el borde de salida (x/c = 0).
El radio del nu´cleo del vo´rtice de salida, rcore, se estimo´ como la distancia entre el
punto donde la velocidad transversal es mı´nima y el punto donde la velocidad del flujo
transversal es ma´xima. A partir de x/c = −1/10, el radio del nu´cleo es aproximadamente
rcore = 0.025c y crece constantemente hasta un rcore = 0.049c en x/c = 0.
Para identificar los vo´rtices primario y secundario, se ilustran las lı´neas de corriente
sobre los planos. Desafortunadamente, en la literatura los datos experimentales son u´nica-
mente presentados en planos transversales a la direccio´n axial del flujo, por lo que no es
factible poder comparar los resultados nume´ricos relacionados a los vo´rtices secundarios.
En la figura 6.4 se ilustran las lı´neas de corriente y los contornos de la velocidad
transversal. Es notable la presencia de dos vo´rtices ma´s pequen˜os que el vo´rtice prima-
rio, los cuales son identificados como zonas de baja velocidad del flujo transversal (ver
Uy,z/U∞ ≈ 0.1), los cuales rotan en direccio´n a favor y en contra al vo´rtice primario. La
reduccio´n en el espesor del ala y el incremento del vo´rtice primario empuja los vo´rtices
secundarios fuera de la superficie del ala. Finalmente, en x/c = 0, los vo´rtices secundarios
no esta´n limitados por la superficie, pero son arrastrados alrededor del vo´rtice primario
debido al flujo procedente de la superficie de presio´n y al enrollamiento del flujo en la
superficie de succio´n.
6.2.2. Componente Axial de la Vorticidad
La figura 6.5 muestra los contornos de la componente axial de la vorticidad, ωx, en
el desarrollo del vo´rtice de salida en los planos transversales a la direccio´n axial x/c =
−1/10 y x/c = 0. En el plano x/c = −1/10 es posible apreciar una zona de vorticidad
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Figura 6.4: Presencia de los vo´rtices secundarios. Contorno de la componente de la velocidad transversal
normalizada con respecto a la velocidad de la corriente libre Uyz/U∞ y lı´neas de corriente en el plano
x/c = −1/10.
Figura 6.5: Contorno de la componente axial de la vo´rticidad cωx/U∞, para los planos (a)x/c = −1/10,
(b)x/c = 0.
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cωx/U∞ ≈ −86 conocida como vo´rtice primario, la rotacio´n de los elementos de fluido
del vo´rtice primario es impulsada por el flujo proveniente de la superficie de presio´n hacia
la superficie de succio´n. Adema´s, se aprecian dos zonas de alta vorticidad, conocidas en
la literatura como vo´rtice secundario y vo´rtice terciario [14], ambos de menor taman˜o
respecto al vo´rtice primario. Los elementos de fluido acoplados al vo´rtice secundario rotan
en direccio´n contraria al vo´rtice primario, con vorticidad cωx/U∞ ≈ −200. Los elementos
del fluido que forman el vo´rtice terciario esta´n ubicados entre el vo´rtice secundario y el
flujo proveniente de la superficie de presio´n. Una particularidad del vo´rtice terciario es la
rotacio´n en la direccio´n del vo´rtice primario pero con mayor vorticidad cωx/U∞ ≈ 200.
Ambos vo´rtices secundario y terciario se van disipando corriente abajo y son acoplados al
vo´rtice primario. En el plano x/c = 0 comienza la generacio´n del vo´rtice dominante, donde
el vo´rtice de salida se compone de un pequen˜o nu´cleo viscoso con rcore ≈ 0.049c, donde
el centro del nu´cleo se define como el punto donde la componente axial de la vorticidad
es ma´xima.
6.2.3. Coeficiente de Presio´n Esta´tica
Jim S. Chow et al. [23] argumenta que los gradientes radiales en un flujo incom-
presible, axisime´trico y estacionario (n-ecuacio´n de Euler), la ecuacio´n de transporte de
cantidad de movimiento donde los gradientes axiales son de menor magnitud que puede







La ecuacio´n (6.2) da una explicacio´n aproximada de la disminucio´n de la presio´n
esta´tica en el nu´cleo del vo´rtice de salida a medida que se enrolla en la superficie de
succio´n, y esto a su vez hace que la velocidad axial en el centro del nu´cleo se intensifique.
A medida que la ma´xima velocidad del flujo transversal se incrementa con x/c, el gradien-
te de presio´n axial tambie´n desarrolla y acelera al flujo en el nu´cleo del vo´rtice de salida
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Figura 6.6: Contorno del coeficiente de presio´n Cp, para los planos (a)x/c = −1/10, (b)x/c = 0.
en la direccio´n axial.
Definimos el coeficiente de presio´n esta´tica de referencia normalizada con la presio´n
dina´mica del flujo libre como Cp =
(




∞. La figura 6.6 ilustra los con-
tornos de Cp en los planos x/c = −1/10 y x/c = 0. La presio´n esta´tica disminuye ra-
dialmente a medida que nos acercamos al centro del nu´cleo del vo´rtice de salida. El valor
mı´nimo de coeficiente de presio´n esta´tica es de CP = −2.98 en el plano x/c = −1/10, y
disminuye a CP = −2.99 en el plano x/c = 0.
6.2.4. Velocidad Axial
Los contornos de la velocidad axial normalizada con la velocidad de la corriente li-
bre Ua/U∞ se muestran en la figura 6.7 para dos distintos planos transversales al flujo,
x/c = −1/10 y x/c = 0. Los resultados muestran un desarrollo excesivo en la velocidad
axial en la regio´n del nu´cleo del vo´rtice. En otras palabras, la velocidad axial presenta
una distribucio´n tipo chorro (jetlike) en el nu´cleo del vo´rtice debido a la existencia de un
elevado gradiente de presio´n axial favorable. Lee et al. [16] observaron un campo de flu-
jo similar y concluyeron que siempre se forma una distribucio´n jetlike en el nu´cleo del
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Figura 6.7: Contorno de la componente axial de la velocidad Ua/U∞, para los planos (a)x/c = −1/10,
(b)x/c = 0.
vo´rtice. Ellos describen que el proceso es fuertemente dominado por las interacciones del
vo´rtice con el ala y el flujo del entorno, por lo tanto, es siempre funcio´n de varios para´me-
tros (i.e. la geometrı´a de la punta, la estructura de mu´ltiples vo´rtices, la envergadura del
ala, el a´ngulo de ataque, la circulacio´n, y las propiedades de la capa lı´mite). La velocidad
axial se incrementa radialmente a medida que nos acercamos al nu´cleo del vo´rtice, alcan-
zando una velocidad axial ma´xima de Ua/U∞ ≈ 1.62. En el borde de salida (x/c = 0), la
velocidad axial en el nu´cleo del vo´rtice disminuye ligeramente, Ua/U∞ ≈ 1.51.
La velocidad axial en el nu´cleo del vo´rtice se incrementa con x/c a lo largo de la cuerda
geome´trica, y disminuye posterior al borde de salida del ala.
6.2.5. Propiedades de la Turbulencia
El modelo de turbulencia de dos ecuaciones SST (Shear Stress Transport) consiste
en la combinacio´n del modelo de turbulencia k − ǫ en la corriente libre y el modelo de
turbulencia k − ω cerca de la pared. El tensor de esfuerzos de Reynolds se calcula a partir
de la aproximacio´n de Boussinesq:









k¯δi j − 2νt
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es el tensor de esfuerzos de Reynolds, k¯ es la energı´a cine´tica turbulenta, δi j es
la delta de Kronecker, νt es la viscosidad cine´tica turbulenta calculada a partir de k y ω,
S i j es el tensor medio de deformacio´n, y i y j se refieren a las direcciones del sistema de
coordenadas.
Con referencia al plano cartesiano, los contornos de los esfuerzos de Reynolds norma-
les y cortantes se ilustran en planos transversales a la direccio´n axial. La figura 6.8 muestra
la distribucio´n de las componentes de los esfuerzos de Reynolds normalizados con el cua-
drado de la velocidad de corriente libre en el plano x/c = 0, para (a) u′2/U2∞, (b) u′v′/U
2
∞,












∞, muestran una distribucio´n radial con valor ma´ximo en el
centro del vo´rtice, y disminuyendo a medida que nos alejamos del centro. En las com-
ponentes u′v′/U2∞ y u′w′/U
2
∞ se presentan dos regiones sime´tricas de signos opuestos (+
y -). Cualitativamente, los contornos de la componente de esfuerzo v′w′/U2∞ en el plano
x/c = 0 presenta un patro´n de un tre´bol de cuatro hojas, con cambios de signo alternados
entre cada par contiguo de hojas. Los contornos del patro´n del esfuerzo cortante v′w′/U2∞
presenta dos regiones con niveles positivos alineados aproximadamente 0 respecto al eje
X y alcanzando un valor ma´ximo de v′2/U2∞ ≈ 9 × 10−3. Adema´s, se ilustran dos regiones
con niveles negativos alineados aproximadamente 90 con respecto al eje X y con un valor
mı´nimo de v′2/U2∞ ≈ −7 × 10−3.
Como se menciono´ anteriormente, Boussinesq sugirio´ que los esfuerzos cortantes tur-
bulentos aparentes podrı´an estar relacionados con la viscosidad turbulenta µT y la energı´a
cine´tica turbulenta k. La mejor manera de caracterizar la turbulencia del vo´rtice es a partir
de la energı´a cine´tica turbulenta k obtenida de los datos del campo de velocidad, lo que se
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Figura 6.8:Contorno de la componente de los esfuerzos de Reynolds normalizados con respecto al cuadrado
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Figura 6.9: Distribucio´n de la energı´a cine´tica turbulenta k para diferentes planos transversales a lo largo
del ala de punta circular
muestra en la figura 6.9 para diferentes planos transversales al flujo. La energı´a cine´tica
turbulenta, k, cuantifica la energı´a contenida dentro de la parte turbulenta del flujo y su
distribucio´n comienza a tener importancia a partir del plano x/c = −4/10. A medida que
el flujo se desplaza corriente abajo, la magnitud de k se incrementa hasta alcanzar un valor
ma´ximo de 180 m2/s2 cuando x/c = −1/10, medido desde el centro del vo´rtice. Poste-
riormente, comienza a disiparse hasta difundirse corriente abajo. Asimismo, a medida que
nos desplazamos corriente abajo, las fluctuaciones afectan a una regio´n mayor. Es impor-
tante observar la presencia de vo´rtices secundarios los cuales intensifican la magnitud de
la energı´a cine´tica turbulenta del flujo en el plano x/c = −1/10.
A medida que el vo´rtice evoluciona cuando se traslada corriente abajo, a partir del
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Figura 6.10: Distribucio´n para el plano x/c = 0 de la (a) Viscosidad turbulenta νT , (b) la energı´a cine´tica
turbulenta k.
plano x/c = 0 comienza a presentar simetrı´a axial. En la figura 6.10 se muestran los con-
tornos de la distribucio´n de: (a) viscosidad turbulenta µT y (b) la energı´a cine´tica turbulenta
k, en el plano x/c = 0. La intensidad de la energı´a cine´tica turbulenta presenta un valor
ma´ximo en el centro del nu´cleo del vo´rtice, con altos niveles de turbulencia en la periferia
del nu´cleo (rcore = 0.049c). La distribucio´n de la viscosidad turbulenta µT alcanza un valor
ma´ximo de 0.04 kg/ms en el centro del vo´rtice y disminuye radialmente a medida que nos
alejamos de e´l.
La segunda invarianza del tensor del gradiente de velocidad Π = 0.5
(
Ωi jΩi j − S i jS i j
)
,
donde S i j y Ωi j son el tensor de la deformacio´n media y el tensor de la rotacio´n media,
respectivamente, es un excelente indicador de la presencia de vo´rtices secundarios en el
flujo [17]. En regiones de dominio de rotacio´n, tales como un vo´rtice, tı´picamente Π > 0
. El segundo te´rmino de la ecuacio´n de la segunda invarianza, representa la pe´rdida de
invarianza debido a la disipacio´n de la energı´a cine´tica turbulenta ε. Una vez que el flujo
se ha constituido en turbulento, la turbulencia tiende a disiparse de manera ra´pida debido
a los esfuerzos viscosos producidos por la superficie del ala, reduciendo la posibilidad de
la formacio´n de nuevos vo´rtices de gran escala en el dominio.
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Figura 6.11: Distribucio´n de la disipacio´n de la energı´a cine´tica turbulenta, ε, para diferentes planos trans-
versales a lo largo del ala de punta circular
La disipacio´n de la energı´a cine´tica turbulenta ε comienza a tomar importancia a partir
del plano −4/10, como se observa en la figura 6.11. En la zona donde los vo´rtices secun-
darios y terciarios son ma´s dominantes, ε es ma´xima, obteniendo una magnitud del orden
2 × 105, posteriormente, la magnitud de la disipacio´n de la energı´a cine´tica turbulenta
comienza a disminuir a medida que nos alejamos del borde de salida.
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6.3. Resultados Wingtip Rectangular
6.3.1. Velocidad del Flujo Transversal
En un ala con punta rectangular, el desprendimiento del flujo transversal de la super-
ficie de presio´n (intrado´s) a la superficie de succio´n (extrado´s) es forzado por dos bordes
afilados situados en los extremos de la punta, evitando un desprendimiento suave del flujo.
Por lo tanto, el nu´mero de vo´rtices debido a la separacio´n se incrementa y su interaccio´n
genera un sistema de vorticidad dependiente de x/c que promueve la mezcla de la espiral
del vo´rtice dominante.
En la figura 6.12 se presentan los contornos de la velocidad transversal a la direc-
cio´n axial normalizada con la velocidad de la corriente libre Uyz/U∞ en diferentes planos
transversales a la direccio´n axial. El enrollamiento del flujo sobre la superficie de la punta
del ala comienza a presentarse a partir del plano x/c = −9/10. El desprendimiento de la
capa lı´mite es abrupto en la superficie afilada de la punta, generando dos vo´rtices secun-
darios de corriente opuesta, que se intensifica como zonas de baja magnitud de velocidad,
con un decaimiento en la velocidad transversal de Uyz/U∞ ≈ 0.1. Inicialmente los dos
vo´rtices secundarios comienzan a evolucionar de manera independiente. En el caso donde
x/c = −7/10 y x/c = −5/10, los dos vo´rtices secundarios crecen y ascienden hacia la zona
de succio´n, mientras que un tercer vo´rtice secundario se genera en la regio´n cercana a la
punta afilada superior, con un decaimiento en la velocidad transversal de Uyz/U∞ ≈ 0.1.
Corriente abajo, el vo´rtice primario se desplaza de la superficie de presio´n a la superficie
de succio´n, con una velocidad transversal media de Uyz,m/U∞ ≈ 0.65. En la regio´n cerca-
na al borde de salida, donde x/c = −3/10 y x/c = −1/10, la espiral no se enrolla en su
totalidad debido a la existencia de vo´rtices secundarios, los cuales son arrastrados hacia
el centro del vo´rtice primario. Los vo´rtices secundarios desarrollan una zona de inesta-
bilidad en el borde de salida (x/c = 0), incrementando el taman˜o del vo´rtice dominante,
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y reduciendo la velocidad transversal a Uyz,max/U∞ ≈ 0.65 en la frontera del nu´cleo del
vo´rtice.
6.3.2. Componente Axial de la Vorticidad
La presencia de vo´rtices secundarios genera un alto nivel de inestabilidad sobre el
vo´rtice primario, alterando su formacio´n e incrementando el taman˜o de la espiral. La rota-
cio´n del flujo en forma de espiral desarrolla un dominio de alta vorticidad de signo negativo
en la superficie de succio´n. La componente axial de la vorticidad ωxc/U∞ se muestra en
los planos x/c = −1/10 y x/c = 0 de la figura 6.13. Para el caso (a) de la figura 6.13,
el flujo proveniente de la superficie de presio´n presenta alta vorticidad de signo negativo
(ωxc/U∞ ≈ −500) y disminuye ra´pidamente a medida que el flujo asciende hacia la super-
ficie de succio´n. Cuando el flujo se enrolla alrededor del nu´cleo del vo´rtice, la vorticidad
axial aumenta hasta ωxc/U∞ ≈ −60. La forma del enrollamiento de la hoja de vorticidad
es afectada por la presencia de los vo´rtices secundarios, que es posible identificar como
pequen˜as zonas de alta vorticidad de signos opuestos que alteran la formacio´n y el creci-
miento del vo´rtice primario. Estas pequen˜as zonas de alta vorticidad son arrastradas hacia
el centro del vo´rtice primario a medida que el flujo se traslada corriente abajo en la direc-
cio´n axial, presentando un decaimiento en la magnitud de la vorticidad y un incremento
en el taman˜o de la espiral.
6.3.3. Coeficiente de Presio´n Esta´tica
En la figura 6.14, la distribucio´n del coeficiente de presio´n esta´tica CP es mostrado
en dos planos transversales a la direccio´n axial del vo´rtice de salida (a) x/c = −1/10 y
(b)x/c = 0. El coeficiente de presio´n esta´tica en el centro del nu´cleo del vo´rtice decae
hasta un CP = −1.7 en x/c = −1/10, y CP = −1.44 en x/c = 0. La existencia de vo´rtices
secundarios afecta en gran medida el decaimiento del coeficiente de presio´n esta´tica en el
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Figura 6.12: Distribucio´n de la componente de la velocidad transversal normalizada con la velocidad de
la corriente libre Uyz/U∞, para los planos (a) x/c = −5/10, (b) x/c = −4/10, (c) x/c = −3/10, (d) x/c =
−2/10, (e) x/c = −1/10, (f) x/c = 0
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Figura 6.13: Distribucio´n de la componente axial de la vo´rticidad cωx/U∞, para los planos (a)x/c = −1/10,
(b)x/c = 0.
Figura 6.14: Distribucio´n del coeficiente de presio´n Cp, para los planos (a)x/c = −1/10, (b)x/c = 0.
nu´cleo del vo´rtice de salida. El ala con punta circular produce mayor decaimiento en el
coeficiente de presio´n esta´tica respecto al ala con punta rectangular. Sin embargo, el ala
con punta rectangular produce una regio´n de distribucio´n de presio´n esta´tica ma´s grande
respecto al ala con punta circular.
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Figura 6.15: Distribucio´n de la componente axial de la velocidad Ua/U∞, para los planos (a)x/c = −1/10,
(b)x/c = 0.
6.3.4. Velocidad Axial
Para el caso de la geometrı´a con punta rectangular, se presenta una velocidad axial
ma´xima de Ua/U∞ ≈ 1.6 en el centro del vo´rtice de salida. La geometrı´a con extremo
rectangular presenta una variacio´n ma´s amplia respecto a la que se presenta en la geometrı´a
con extremo circular, como se observa en la figura 6.15.
6.3.5. Propiedades de la Turbulencia
Con referencia al plano cartesiano, los contornos de los esfuerzos de Reynolds nor-
males y cortantes son ilustrados en planos transversales a la direccio´n axial. La figura 6.8
muestra la distribucio´n de las componentes de los esfuerzos de Reynolds normalizados
con el cuadrado de la velocidad de corriente libre en el plano x/c = 0, para el caso del










En la zona del nu´cleo del vo´rtice de salida, las componentes de los esfuerzos normales






∞, a diferencia del caso del ala de punta circular, muestran dos
zonas de esfuerzo considerable. La componente u′v′/U2∞ presenta un patro´n de tre´bol de
cuatro hojas con cambios de signo alternados entre cada par contiguo de hojas, mostran-
do dos hojas de alto esfuerzo y dos hojas de bajo esfuerzo, las cuatro hojas con distinta
magnitud en la distribucio´n la componente de esfuerzo. La componente u′w′/U2∞ presenta
dos regiones de signos opuestos (+ y -), una ma´s grande y de mayor magnitud que la otra.
La componente de esfuerzo v′w′/U2∞ presenta dos zonas no sime´tricas de alta cantidad de
esfuerzo y de signos opuestos y dos zonas de bajo esfuerzo.
En la figura 6.16 se muestra la distribucio´n de la energı´a cine´tica turbulenta k para el
caso del ala con punta rectangular para diferentes planos transversales al flujo. Cuando
la punta del ala es de forma rectangular, la magnitud de la energı´a cine´tica es mayor con
respecto a la obtenida al ala con punta circular. Un nivel elevado de turbulencia se presenta
en la regio´n cercana al borde de ataque (x/c = −9/10) debido a la presencia de los vo´rtices
secundarios en esta regio´n k ≈ 500 m2/s2. Corriente abajo, la distribucio´n de la energı´a
cine´tica turbulenta se disipa. A diferencia de la geometrı´a del ala con punta circular, la
distribucio´n de k no presenta un comportamiento axisime´trico en la etapa temprana. La
distribucio´n de k comienza a rotar en forma de espiral a medida que se desplaza corriente
abajo, disipa´ndose continuamente.
La disipacio´n de la energı´a cine´tica turbulenta ε, a lo largo de diferentes planos trans-
versales al flujo se muestra en la figura 6.17. La disipacio´n de la energı´a cine´tica turbulenta,
ε, es intensa en la regio´n cercana al borde de ataque (−9/10 < x/c < −7/10), con un orden
de magnitud de 106. A medida que el flujo se desplaza corriente abajo, la magnitud de ε
disminuye ra´pidamente hasta obtener un ε ≈ 1× 105 en el plano −6/10. A partir del plano
−5/10, ε se disipa y asciende hacia la superficie de succio´n. A partir del plano −2/10, ε
se desprende de la superficie de succio´n formando una espiral la cual se enrolla a medida
que el flujo se desplaza corriente abajo.
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Figura 6.16: Distribucio´n de la componente de los esfuerzos de Reynolds normalizados con respecto al
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Figura 6.17: Distribucio´n de la energı´a cine´tica turbulenta k para diferentes planos transversales a lo largo
del ala de punta circular
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Figura 6.18: Distribucio´n de la disipacio´n de la energı´a cine´tica turbulenta ε para diferentes planos trans-
versales a lo largo del ala de punta circular





Se realizo´ un estudio nume´rico de un flujo subso´nico e incompresible, particularmente
enfocado a la formacio´n del vo´rtice de salida para un ala recta de cuerda geome´trica cons-
tante. Se analizo´ el efecto de las modificaciones en la geometrı´a redondeada en el extremo
del ala, y su efecto sobre su desarrollo inicial y evolucio´n en un campo cercano, con un
nu´mero de Reynolds (Re = 4.6 × 106).
El ana´lisis se realizo´ empleando como herramienta a la Dina´mica de Fluidos Compu-
tacional. En el estudio, se analizan dos casos importantes, la evolucio´n del vo´rtice de
salida en un ala con punta rectangular y en un ala con punta circular. El disen˜o de las
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semi-alas son de seccio´n sime´trica con perfil aerodina´mico NACA 0012, con alargamien-
to AR = 0.75. Basa´ndonos en los estudios realizados por Matthew J. y Chow et al. [17, 22],
el dominio computacional consiste en un prisma rectangular que representa el campo de
flujo que ocupa el volumen interno de la seccio´n de pruebas del tu´nel de viento del experi-
mento. Se realizo´ la discretizacio´n del dominio para ambas geometrı´as, las cuales exponen
un y+ ∼ 20.6, aconsejable para obtener excelentes resultados en las simulaciones.
Se reviso´ la veracidad de los modelos de turbulencia Spalart-Allmaras (SA) y el mode-
lo de turbulencia Shear Stress Transport (SST) utilizando dos esquemas: Quick y Upwind
de segundo orden. Se validaron los resultados nume´ricos mediante la comparacio´n con da-
tos experimentales presentados en la literatura. La utilizacio´n de un modelo de turbulencia
de dos ecuaciones, exhibe mayor decaimiento en el coeficiente de presio´n esta´tica medible
en el centro del vo´rtice, con respecto a los modelos de turbulencia de una sola ecuacio´n.
Sin embargo, ambos modelos no predicen con exactitud la tendencia del coeficiente de
presio´n esta´tica en un campo cercano. Los modelos de turbulencia SA y SST emplean
la hipo´tesis de Boussinesq, los cuales consideran que los esfuerzos cortantes turbulentos
aparentes esta´n relacionados con el rango de la deformacio´n media a trave´s de un escalar
turbulento aparente o la viscosidad de Eddy. Los resultados experimentales indican que las
mediciones del tensor de esfuerzos de Reynolds no es directamente proporcional al rango
de la velocidad de deformacio´n media. Esto implica que una aproximacio´n de viscosidad
turbulenta (constante o isotro´pica), es probable que no presente con e´xito la solucio´n del
flujo del vo´rtice de salida.
Los resultados obtenidos a partir del modelado computacional utilizando el modelo
de turbulencia SST muestran que en la superficie de succio´n del ala se crea un vo´rtice de
salida primario, esto ocurre cuando el gradiente de presio´n adverso es lo suficientemente
intenso y el radio de curvatura en el extremo del ala es lo suficientemente grande para
inducir la separacio´n del flujo transversal sobre la superficie del ala. El campo de flujo de
rotacio´n del vo´rtice de salida primario induce pequen˜os vo´rtices secundarios, los cuales
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rotan en direccio´n opuesta al vo´rtice primario sobre la superficie de succio´n.
Para el caso de un ala recta con punta circular, el vo´rtice de salida no es evidente
en la regio´n acotada entre el LE y el 50% de la cuerda geome´trica. A medida que el
flujo se desplaza corriente abajo a lo largo de la cuerda geome´trica, el flujo transversal
se desprende de la superficie de succio´n induciendo el desarrollo de un vo´rtice de salida
primario alcanzando una velocidad transversal ma´xima de Uy,z/U∞ ≈ 1.2. La presencia de
vo´rtices secundarios y terciarios son evidentes en la regio´n cercana al borde de salida, los
cuales son identificados como zonas de alta vorticidad. Estos pequen˜os vo´rtices se disipan
a medida que son arrastrados por el vo´rtice primario. La inestabilidad de los vo´rtices
secundarios y terciarios no es dominante, permitiendo que las componentes del tensor
de esfuerzos de Reynolds muestren simetrı´a espacial en una etapa temprana. Esto permite
que las componentes de esfuerzos normales presentan una distribucio´n radial con valor
ma´ximo en el centro del vo´rtice y las componentes de esfuerzos cortantes presentan un
patro´n de regiones sime´tricas alternadas de signos opuestos.
Por otra parte, un ala con punta rectangular presenta en su extremo dos bordes afila-
dos, donde el desprendimiento del flujo es abrupto, produciendo un vo´rtice de salida con
mu´ltiples vo´rtices secundarios altamente inestables en la regio´n cercana al borde de ata-
que. La inestabilidad del vo´rtice primario ocurre debido a la interaccio´n de los vo´rtices
secundarios. Adema´s, la espiral del vo´rtice no se enrolla en su totalidad, incrementando el
taman˜o del vo´rtice primario, y reduciendo su velocidad transversal. La alta inestabilidad
presenta una distribucio´n distinta de las componentes de los esfuerzos de Reynolds. Las
componentes de los esfuerzos normales a diferencia del caso del ala de punta circular,
muestran dos zonas de esfuerzo considerables, y las componentes de esfuerzo cortantes
muestran un patro´n de regiones no sime´tricas alternadas de signos opuestos.
La existencia de vo´rtices secundarios y terciarios afecta en gran medida el decaimiento
del coeficiente de presio´n esta´tica en el nu´cleo del vo´rtice de salida. El ala con punta
circular produce mayor decaimiento en el coeficiente de presio´n esta´tica respecto al ala
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con punta rectangular. Sin embargo, el ala con punta rectangular produce una regio´n de
distribucio´n de presio´n esta´tica ma´s grande con respecto al ala con punta circular.
A partir de los ana´lisis de los resultados obtenidos para la energı´a cine´tica turbulenta
y la disipacio´n, es posible hacer conjeturas que permiten predecir la evolucio´n del vo´rtice.
Los niveles ma´s altos de energı´a cine´tica turbulenta se encuentran en el centro del vo´rtice
primario para ambas geometrı´as. Se ha observado que la capa de esfuerzos cortantes y la
interaccio´n entre los vo´rtices primario y secundarios son fuentes importantes de actividad
de inestabilidad en el nu´cleo para un a´ngulo de ataque de 10. A medida que el vo´rtice
primario se desplaza corriente abajo, se convierte en un vo´rtice con simetrı´a axial, y con-
sigue un descenso en el nivel de turbulencia. Este efecto es mas evidente en el ala con
punta circular en una etapa temprana. En el otro caso, cuando la punta es rectangular, la
alta inestabilidad retrasa la propiedad axisime´trica del vo´rtice dominante.
Durante la formacio´n del vo´rtice sobre el ala, la turbulencia procedente del flujo trans-
versal es arrastrada hacia el nu´cleo del vo´rtice, resultando en un nu´cleo turbulento en una
etapa temprana. Aunque la turbulencia es generada por los gradientes de velocidad axial
media corriente abajo desde el borde de salida, la influencia de la relaminarizacio´n disipa
ra´pidamente la turbulencia en el nu´cleo corriente abajo desde el borde de salida. La pro-
duccio´n de turbulencia durante este proceso esta´ directamente relacionada con el gradiente
radial del flujo axial, tal como argumenta Chow et al. [22]. La direccio´n del flujo axial y
la intensidad del vo´rtice juega un papel importante en la evolucio´n temprana del vo´rtice
de salida.
7.2. Trabajo Futuro
Aunque las geometrı´as de prueba en esta tesis son muy simples, ponen de manifiesto
la complejidad y lo ba´sico de este mecanismo fundamental de la formacio´n de vo´rtices
proporcionando un punto de referencia importante para el ana´lisis nume´rico futuro en el
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flujo alrededor de la punta de las alas.
Es importante mencionar que los modelos de turbulencia basados en el principio de
Boussinesq no permiten estudiar de manera precisa el comportamiento del vo´rtice de sa-
lida en una etapa temprana. Por ello, se recomienda mejorar la te´cnica del modelado de la
turbulencia, realizando modificaciones en los te´rminos de produccio´n de las ecuaciones de
transporte de la energı´a cine´tica turbulenta, la disipacio´n de la energı´a cine´tica turbulenta
y la viscosidad turbulenta.
Se tienen varios puntos que se recomiendan mejorar y otros que se deben agregar en
el ana´lisis de vo´rtice de salida:
1. Mejorar la te´cnica de discretizacio´n del dominio geome´trico.
2. Variar la excentricidad de la punta en el extremo del ala.
3. Estudiar el comportamiento del vo´rtice de salida para diferentes nu´mero de Rey-
nolds y a diferentes a´ngulos de ataque.
4. Disen˜ar un co´digo nume´rico que determine el coeficiente de la resistencia inducida
y el coeficiente de sustentacio´n en te´rminos de la componente de la vorticidad axial.
Se propone realizar un estudio experimental del feno´meno del vo´rtice de salida y los
flujos errantes presentes en el medio, en un tu´nel de viento abierto, caracterizando el cam-
po de la velocidad del flujo utilizando la te´cnica de velocimetrı´a de imagen de partı´culas
de alta resolucio´n y la anemometrı´a de hilo caliente.
Una manera de poder reducir el coeficiente de la resistencia inducida es proponiendo la
interaccio´n de campos electromagne´ticos y el flujo proveniente de la corriente libre sobre
la punta alar. Es importante mencionar que es requisito que el fluido este ionizado. La
interaccio´n entre un campo magne´tico, un campo ele´ctrico y un flujo ionizado inducen una
Fuerza de Lorentz. Estas fuerzas alteran el campo de velocidades del fluido generando una
relaminarizacio´n del flujo. Este estudio se puede lograr experimentalmente acoplando un
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conjunto de imanes y electrodos sobre la superficie de la punta del ala. Se plantea estudiar
este feno´meno sobre un ala de punta circular y rectangular para diferentes nu´meros de
Reynolds y diferentes a´ngulos de ataque en un tu´nel de viento subso´nico.
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